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Abstrak

Hepatitis B merupakan infeksi pada organ hati yang dapat menyebabkan sirosis hati. Sirosis hati
dapat terjadi akibat terbentuknya jaringan parut pada individu yang terkena hepatitis B yang
berkepanjangan. Transmisi hepatitis B dapat terjadi melalui dua cara yaitu horizontal dan vertikal.
Dalam penelitian ini, permasalahan tersebut dimodelkan menggunakan model SIRC, dimana
populasi dikelompokan menjadi empat sub-populasi yaitu sub-populasi rentan (S), terinfeksi (1),
sembuh atau mendapat kekebalan akibat vaksinasi (R) dan terkena sirosis hati (C). Dari analisis
diperolen dua titik kesetimbangan vyaitu titik kesetimbangan bebas penyakit (E;), titik
kesetimbangan endemik (E, ). Bilangan reproduksi dasar (R, ) diperoleh dengan menggunakan
Next Generation Matrix. Hasil analisis menunjukan jika R, < 1, maka titik kesetimbangan bebas
penyakit stabil asimtotik lokal, yang berarti bahwa transmisi hepatitis B pada sirosis hati tidak
menyebar. Sedangkan jika R, > 1 yang berarti bahwa transmisi hepatitis B pada sirosis hati yang
dipengaruhi oleh kontak antara individu rentan dan terinfeksi menyebar. Untuk mendukung hasil
analisis secara analitik, diberikan simulasi numerik untuk menggambarkan prilaku dari model
SIRC.
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Abstract

Hepatitis B is an infection of the liver that can cause liver cirrhosis. Liver cirrhosis can occur due
to the formation of scar tissue in individuals who have prolonged hepatitis B. Transmission of
hepatitis B can occur in two ways, namely horizontal and vertical. In this research, this problem is
modeled in a mathematical model using the SIRC model, where the population is grouped into four
sub-populations, namely susceptible (S), infected (1), cured or immune due to vaccination (R) and
cirrhosis. liver (C). From the analysis, two equilibrium points were obtained, namely the disease-
free equilibrium point (E; ), the endemic equilibrium point (E, ). The basic reproduction number
(R, ) is obtained using the Next Generation Matrix. The analysis results show that if R, < 1, then
the disease-free equilibrium point is locally asymptotically stable, which means that hepatitis B
transmission in liver cirrhosis does not spread. Meanwhile, if R, > 1 , then the disease-free
equilibrium point is locally asymptotically stable, which means that hepatitis B transmission in
liver cirrhosis does not spread. Meanwhile, if R, > 1, this means that hepatitis B transmission in
liver cirrhosis is influenced by contact between susceptible and infectious individuals. To support
the results of the analytical analysis, numerical simulations are provided to describe the behavior
of the SIRC model.
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1. Pendahuluan

Matematika merupakan ilmu pengetahuan yang bersifat deduktif, dimana konsep yang ada
didalamnya memiliki sifat hirarki, terstruktur, logis, dan sistematis. Peran matematika yang
diterapkan dalam ilmu lain sangat beragam, diantaranya ilmu Penerapan ilmu matematika ke bidang
Pemodelan matematika. Pemodelan matematika merupakan penerapan yang bisa dilakukan dalam
kehidupan sehari-hari. Pada dasarnya pemodelan matematika merupakan salah satu alat untuk

Submit: 1 November 2023, Revisi: 22 November 2023, Disetujui: 28 November 2023
Copyright ©2023 by Author(s).
Diterbitkan oleh: Jurusan Matematika Universitas Negeri Gorontalo | Under the licence CC BY-NC 4.0


http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/Euler
https://doi.org/10.37905/euler.v11i2.22761
mailto:ririnfebriyanti@student.untan.ac.id

mempresentasikan masalah dalam dunia nyata ke bentuk persamaan matematika. Persamaan yang
paling banyak digunakan ialah persamaan diferensial. Persamaan diferensial memuat satu atau lebih
turunan dari suatu fungsi [1]. Pemodelan matematika pula banyak dikembangkan dalam berbagai
bidang seperti dalam bidang sains.

Perkembangan model matematika dalam bidang sains banyak digunakan dalam berbagai
bidang ilmu seperti ilmu fisika, biologi, kesehatan, ilmu sosial dan lainya. Salah satu model
matematika yang dikembangkan ialah model epidemi. Epidemi merupakan suatu kondisi yang mirip
dengan wabah atau dapat dikatakan bahwa penyakit menular yang dengan cepat berjangkit dan
menimbulkan banyak korban. Model matematika mengenai epidemiologi ini akan memungkinkan
untuk memprediksi dinamika pada suatu populasi, dengan faktor-faktor epidemi, dinamika awal, dan
dampak dari adanya vaksinasi [2]. Penyakit yang berpotensi menjadi epidemi di suatu wilayah
misalnya pada penyakit HIV/AIDS, hepatitis, tuberkolosis dan lainya. Penyakit-penyakit tersebut
mampu menjadi wabah dalam suatu populasi karena penyebarannya yang sangat cepat. Salah satu
model epidemi dalam penyebaran penyakit ialah penyebaran penyakit hepatitis B yang dapat
menyebabkan sirosis hati. Penyebaran penyakit ini dapat dirumuskan kedalam model matematika.

Hepatitis B adalah suatu penyakit peradangan pada organ hati. Umumnya hepatitis B
disebabkan oleh suatu virus, yaitu virus hepatitis B (HBV) virus ini termasuk family Hepadnaviridae.
Infeksi hepatitis B dibagi menjadi dua fase yaitu infeksi akut dan infeksi kronis. Hepatitis B akut
merupakan infeksi jangka pendek yang terjadi dalam jangka waktu kurang dari 6 bulan pertama
setelah seseorang masa inkubasi, hepatitis B kronis merupakan penyakit yang terjadi diakibatkan
berkembanganya hepatitis B akut yang menjadi sirosis hati atau kanker hati [3]. Menurut WHO, pada
tahun 2015 diperkirakan sekitar 240 juta orang hidup dengan hepatitis B akut dan 780.000 orang
meninggal setiap tahunnya akibat terinfeksi virus hepatitis B, 650.000 diakibatkan oleh sirosis hati
dan kanker hati dan 130.000 yang diakibatkan oleh hepatitis B akut. Indonesia menduduki peringkat
ke-3 dengan jumlah penderita yang terkena hepatitis di dunia yang berjumlah 13 juta penduduk,
sedangkan Kalimantan Barat pada tahun 2017 terdapat 689 orang yang terinfeksi virus hepatitis B
akut maupun kronis dan sebanyak 25 orang yang terkena sirosis hati akibat hepatitis B [4]. Dalam
penelitian ini membahas tentang transmisi hepatitis B terhadap sirosis hati di kota Pontianak dimana
transmisi merupakan penularan virus hepatitis B yang akan berkembang menjadi sirosis hati.

Transmisi atau penularan hepatitis B dibagi menjadi dua yaitu, transmisi secara horizontal dan
vertikal. transmisi secara horizontal dapat terjadi melalui cairan tubuh, pengunaan alat suntik yang
tercemar, tato, transfusi darah, penggunaan pisau cukur dan sikat gigi secara bersama dengan orang
yang terinfeksi hepatitis B, transmisi secara vertikal yaitu,melalui ibu yang terkena hepatitis B pada
bayi [3]. Di Indonesia hepatitis B pencegahan infeksi hepatitis B dapat dilakukan dengan pemberian
vaksinasi hepatitis B pada bayi, anak-anak dan orang dewasa dan dapat juga dengan cara menghindari
interaksi antara penderita hepatits B.

Model matematika banyak dikembangkan oleh beberapa peneliti dalam mengamati dan
mempelajari dinamika penyebaran dinamika penularan hepatitis. Humolungo and Paudi [5]
membahas tentang model matematika SIUC dengan menambahkan parameter vaksinasi. Zhang dan
Zhou [6] membahas tentang model penyebaran hepatitis B dengan tipe SEICR serta menerapkan laju
penularan secara vertikal dan horizontal. Selanjutnya Dano dan Keno [7] membahas tentang model
matmatika SICRA pada kasus pemodelan efek gabungan infeksi hepatitis B dan konsumsi alkohol
berat terhadap perkembangan dinamika sirosis hati dengan menambahkan sub-populasi individu yang
mengonsumsi alkohol. Beberapa pembahasan model serupa terkait penebaran hepatitis B dilakukan
dengan metode dan pertimbangan berbeda [8][9][10].

249



Model matematika yang dibahas dalam penelitian ini mengacu pada model Zhang and Zhou [6]
dan model Dano dan Keno [7]. Modifikasi dilakukan dengan menambahkan kelas populasi sirosis
hati yang tidak dipertimbangkan pada model sebelumnya. Sirosis hati adalah kondisi medis yang
ditandai oleh adanya kerusakan parah pada jaringan hati yang menghambat fungsi normal hati dan
dapat menyebabkan berbagai komplikasi serius. Sirosis hati biasanya merupakan tahap akhir dari
berbagai penyakit hati kronis seperti hepatitis. Pada penelitian ini, dibahas model tipe SIRC pada
penyebaran Hepatitis B dengan mempertimbangakan adanya sirosis hati.

2. Metode Penelitian

Penelitian dilakukan melalui studi literatur yang terkait dengan pemodelan matematika dan
penyakit hepatitis B yang berkembang menjadi sirosis hati.

Adapun langkah-langkah penelitian dilakukan sebagai berikut:
1) Membentukan model matematika transmisi hepatitis B pada sirosis hati.
2) Menentukan titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik.
3) Melakukan analisis kestabilan titik kesetimbangan model.
4) Menentukan bilangan reproduksi dasar (R,) menggunakan Next Generation Matrix.
5) Melakukan simulasi numerik dan interpretasinya.

3. Hasil dan Pembahasan
3.1 Model matematika

Total populasi (N) pada model matematika transmisi hepatitis B pada sirosis hati dengan
populasi tertutup ini dikelompokan menjadi empat subpopulasi: susceptible (S) merupakan sub-
populasi individu rentan terhadap virus hepatitis B, Infected (I) merupakan sub-populasi individu
yang telah terinfeksi virus hepatitis B, Removed (R) merupakan sub-populasi individu yang telah
sembuh atau mendapatkan kekebalan akibat vaksinasi, dan Cirrhosis of the liver (C) merupakan sub-
populasi individu hepatitis B yang menjadi berkembangan menjadi individu sirosis hati sehingga
disebut model SIRC.

Asumsi-asumsi yang digunakan dalam proses pemodelan penyebaran virus hepatitis B pada
sirosis hati sebagai berikut:
1. Populasi bersifat tertutup, artinya perubahan individu hanya bergantung pada kelahiran dan
kematian alami. Tidak ada migrasi ataupun emigrasi didalam populasi.
2. Populasi bersifat homogen, artinya setiap individu mempunyai kemungkinan yang sama
melakukan kontak dengan individu dalam satu populasi.
Virus ditularkan melalui interaksi antara individu terinfeksi dan individu rentan.
Diasumsikan bahwa efesiensi vaksinasi adalah 100% dan dapat diartikan setiap individu yang
divaksinasi akan kebal dari penyakit dan masuk ke subpopulasi R.
5. Individu dewasa yang terkena infeksi hepatitis B akut dapat sembuh dengan sendirinya dan
memberi kekebalan secara permanen karena telah memiliki antibodi terhadap virus hepatitis
B.
6. Individu yang telah sembuh tidak akan tertular virus hepatitis B.
7. Penyakit sirosis hati dapat terjadi akibat terbentuknya jaringan parut pada individu hepatitis B
yang berkepanjangan.
8. Individu yang terkena sirosis hati dapat sembuh.
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Tabel 1. Keterangan parameter
Pernyataan Simbol

Tingkat kelahiran alami

Tingkat kontak antar individu terinfeksi dan individu rentan
Tingkat kematian alami

Tingkat populasi individu rentan divaksinasi

Tingkat individu terinfeksi menjadi sirosis hati

Tingkat kematian akibat sirosis hati

Tingkat kesembuhan alami dari individu terifeksi

Tingkat kematian individu terinfeksi

Tingkat kesebuhan individu yang terkena sirosis hati

Tingkat penularan dari individu sirosis hati ke individu rentan

NN QR HERT™D>

Secara sekamatis, Dinamika Transmisi hepatitis B pada sirosis hati dideskripsikan dalam
diagram alir yang disajikan pada Gambar 1.

rs » R —»
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I
AN = T%
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Sy (g8 ¢ 5
. No ] — > 4C

Gambar 1. Diagram Alir Transmisi Hepatitis B pada sirosis hati

Berdasarkan Gambar 1, dapat dikontruksikan model matematika transmisi hepatitis B pada
sirosis hati yang berbentuk sistem persamaan diferensial nonlinear sebagai berikut;

dS—AN 'BSI S S zSC

dt N> TP TRy

dl—ﬁSI I i 1 I (SC

a Nl T T elmalmuity (1)
dc _ I—1C—(u+96)C

a Y #

dR— C+ yS+al R

dc ey TaTH

3.2 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Titik kesetimbangan bebas penyakit (E;) menunjukan bahwa dalam suatu populasi tidak ada
populasi yang terinfeksi hepatitis B, yang dapat diartikan tidak ada kontak antara sub-populasi yang
tidak terkena hepatitis B dan yang terkena hepatitis B. akibatnya sub-populasi positif hepatitis B tidak
akan meningkat sehingga pada suatu waktu sub-populasi terinfeksi hepatitis B, sub-populasi yang
berkembang menjadi sirosis hati akan hilang atau habis. sehingga diperoleh

I=C=0. 2
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Selanjutnya dengan mensubsitusikan persamaan (2) ke sistem (1) sehingga diperoleh titik

kesetimbangan bebas penyakit sebagai berikut E; = (Sy,1;,R,,C;) = ( (YA:\L) ,0, (yyf:;u, )

3.3 Titik Kesetimbangan Endemik

Titik kesetimabangan endemik penyakit (E,) menunjukan dalam suatu populasi ada individu
yang terinfeksi penyakit [11], artinya sub-populasi hepatitis B, dan sirosis hati selalu ada. Sehingga
diperoleh

I#+0,R#0 ?)

Selanjutnya dengan mensubsitusikan persamaan (3) kesistem (1) sehingga diperoleh titik
kesetimbangan endemik sebagai berikut E, = (S,, I, C,, R,) dengan
B (a+ w+ o+ pu)N

S, 5

| _NWMB—ay—ap—yu—yw —yo — p* — pw — po)

2 Bla+ w+o+p)

_ NoAB—ay—au—yu—yw—yo — u? — pw — o)
CB(as +ap+6u+Sw+ 80+ pu? + pw + po + ut + ot + o1)

R = yNa+ w+o+u) Naw(AB —ay —au —yu —yw —yo — u? — pw — o)
2T Bu Pu(ad + au+ 6u+ 6w + 6 0 + pu? + pw + po + ut + wt + o1)

3.4 Bilangan Reproduksi Dasar (R,)

C;

Bilangan reproduksi dasar yang dilambangkan dengan R, adalah suatu ambang batas terjadinya
wabah penyakit dan disebut juga rasio atau angka Reproduksi Dasar [12]. Dengan bilangan
Reproduksi Dasar dapat ditentukan ada atau tidaknya penyebaran penyakit dalam suatu populasi.
Bilangan Reproduksi Dasar dicari dengan menentukan nilai eigen terbesar dari metode Next
Generation Matrix [13]. Dalam menentukan metode Next Generation Matrix Langkah pertama yang
harus dilakukan adalah ambil persamaan-persamaan yang menggambarkan kasus terinfeksi yaitu
pada sistem I dan C,

dl—ﬁSI I I I I+(SC
gg—N a ol —ol —ul +

= wl - _
i C—(u+6)C

Langkah pertama yang harus dilakukan adalah ambil persamaan-persamaan yang
menggambarkan kasus terinfeksi yaitu pada sistem I dan C

oG 2@

P e @)
al ac

Langkah selanjutnya melakukan pelinearan terhadap sistem terinfeksi pada titik ekuilibrium bebas
penyakit

_6(%51—611— wl—aI—uI+%SC ) a(%SI—aI— wI—aI—uI+%SC ) )
Joo = ol ac
3(wI-(u+8)C) 3(wI-1C—(u+8)C)
L T ac
B ¢
=¥ S—a—w—-—0o—u N S
) —(t+u+9)
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Subsitusikan titik bebas penyakit yang telah diperoleh yaitu (S;,1;, R, C;) = ( AN VAN )

r+w) " e’
kedalam matriks Jacobian sehingga

E(A_N>_a_ e E(A_N)
N\(y+w TR No+w

: (6)
) —(t+pu+96)
Langkah selanjutnya, dekomposisi matriks Jacobian (J) menjadiJ = F —V, dengan F matriks
transmisi dengan V matriks transisi maka diperoleh

AA ‘A a+w+o+ 0
' <(y+“)) (y+“)] dan V:[ —w ’ (r+u+6)]' O
0 0
Langkah selanjutnya menghitung V=1 sehingga diperoleh
[ T+tu+dy+w B ¢A 1
/-1 =| (a+w+o+w(t+pu+9) (a+w+0+,u)(r+u+6)| ®)
B w(y + ) _ (atw+o+wy+uw J
(@a+w+o+wWT+u+d) (a+w+o+wiE+u+o)

Langkah selanjutnya menghitung R, dengan R, = p(FV ~1) sehingga diperoleh
( BA ) T+p+dh+w ( 7A ) w(y +u) l
0

FVh =\ +w/@tot+o+pG+p+dG+p) \G+w)@rotot0ra+ D)+ 9)
0

Langkah selanjutnya mencari nilai eigen matriks dengan cara AI — FV~1 sehingga diperoleh dari
persamaan berikut:

det|Al —FV~ =0
( BA ) T+u+8y+u ( ¢A ) oy +u) ]
=0
0

2
0 g]— G/ @ratotDGratOG+R G+ @totot WE+a+ DT+
0
( pA ) T+u+80+w ( A ) wly +u1)
M =FV =02 |A+\G+w/a+o+to+0T+u+0)G+p) \Gg+/@+to+to+mGT+u+o)y+pn) =0

(a+w+0+,u)(r+u+6)(y+u)A—OA((w+TB+yB+SB)/1_

(a+w+o+wWE+u+d)y+uw
_(a+w+0'+u)(‘r+u+6)(y+u) dan A(Qw+TB+uB+8B)

Sehmgga dlperOIeh M = (a+w+o+p)(T+u+8)(y+u) 2= (a+w+o+p)(T+u+8)(y+u)

Karena bilangan reproduksi dasar diperoleh dari radius spektal atau nilai eigen terbesar, maka
diperoleh:

0

Allw + 1B + up + 6B)

:(a+w+0+,u)(r+/1+5)(y+u) (10)

0

3.5 Analisis Titik Kesetimbangan

Sistem (1) merupakan sistem persamaan diferensial nonlinear, sehingga untuk menentukan
kestabilan pada titik kesetimbangan perlu pelinearisasian, karena untuk mengetahui kestabilan
masing-masing masing titik kesetimbangan model dapat menggunakan sistem yang telah
dilinearisasikan. Dengan melinearisasikan sistem (1) diperoleh matriks Jacobian berikut

[ Bl B ¢
N VTH N° 0 N°
_| B, ¢ B ¢ (11)
J N+NC NS a—w—0—u 0 NS
4 a —u T
0 ) 0 —(t+u+9)
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Teorema 1. Jika Ry, < 1, dan BA( +r+u+6) <(a+w+o+wE+u+8)(y+u) maka
titik kesetimbangan bebas penyakit E1 stabil asimtotik lokal.

Bukti: Diketahui R, < 1. Akan dibuktikan kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit dari sistem
(1) stabil asimtotik lokal. Pertama akan ditentukan matriks jacobian dari sistem (1). Hal ini dilakukan
dengan linearisasi dis ekitar titik kesetimbangan dari sistem (1) yaitu, langkah selanjutnya

. . . . . _ _ AN YAN
subsitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit E; = (51,11, Ry, Cy) = ( AL 0) ke
dalam matriks jacobian (3) sehingga:

i B ( AN ) 0 { ( AN )
y—# N\(y +pn) CN\(y+
=l o ﬁ( AN ) 0 (( AN ) (12)
= v —ax— w—0-— -
N\(y +p) g N\(y + )
Y a —U T
0 W 0 —(t+pu+o) |
i B ( AN ) 0 { ( AN )
voE N\(y + ) TN\ +w
_ B {( AN
JEy = 0 —( ) a— w—0— 0 —( ) (13)
> N\(y +u) g N\(y +u)
14 —H T
0 W 0 —(t+pu+o) |
Langkah selanjutnya menggunakan ekspansi kofaktor, diketahui ] mempunyai A = —y — u <

0. Selanjutnya selidiki nilai eigen dari sub-matrik J;

E( AN
_ [N\(r+w

)—a— w—0—U
a
)

{( AN
N((V + u))
—p T
0 —-(@+u+d)

sistem disekitar titik kesetimbangan E; akan stabil asimtotik jika sub-matriks J; mempunyai trace
negatif (tr(J;) < 0) dan determinanya positif (det( J,) > 0) (orang), yang berarti

tr(]1)<0<:>(ﬁ<(y+’u)

A
= <(V + 1)

(det(J;) > 0) & (((y o

)<a+ w+o+1t+6+3u

BA )_a— w—a—u>(—(r+u+6))((0/2{\#)))((») >0

u(BA(T +u +6) + (Aw)

+wWeE+u+dHa+ w+o+pw
Oleh karena itu, jika (y[i#)) <a+ w+o+7+6+3u dan

A, < 0,43 < 0dan A, < 0. Sehingga terbukti jika, (

maka sistem disekitar titik kesetimbangan stabil a51mtot1k lokal. m
Setelah analisis R, disekitar titik kesetimbangan bebas penyakit, selanjutnya akan ditentukan

kriteria kestabilan sistem disekitar titik kesetimbangan E,.
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BA(T+u+8)+{Aw
(y+u) (t+u+6)(a+ w+o+u)

< 1 maka

)<a+ w+o+1+5+3udanR, <1

Untuk menganalisis kestabilan sistem



disekitar titik kesetimbangan E,, subsitusikan E,kedalam matrix Jacobian nilai eigen (1) dari sistem
(1) pada titik kesetimbangan E, diperoleh jika dan hanya jika |](E(2) - /11| = 0, dengan I merupakan

matriks identitas [14].

B/ AN ¢/ AN
o -v(5+m) 0 ~vovm)
_ B/ AN ¢/ AN
=l o glgrp)e-e-emw 0 v(G+m) ©)
% a —u T
0 W 0 —(t+u+o)
Jin Jiz 13 J1a
Jo1 J22 J23 Jaa
—AI[=0 =0
|](E2) | < J31 Jz2 Jzz Jza
Ja1 Jaz Jaz Jaa
Dengan
B A(Ry— 1) Jin=v
Ju = BRO(a+w+a+u) vou—4 Jiz=a
Jip = — BA Jiz=—pn—4
2T R+ w Jiu=7T
Ji3=0 J11=0
_ A Jiz=w
N N J13 =0
_ ARy — 1) AR, — 1) Ju=—(@C+u+d6)—-42
hl_ﬁRo(a+ w+o+p) Ryla+w+o+p)(t+pu+3d)
BNA R
= —a—-—w—-0—U-—
2T Ry + H
Jiz=0
o _m
YT R+ W

Dengan demikian diperoleh persamaan karakteristik

Mag+ 23 ay+2%a,+Aas+ a, =0

a=a+d+y+4ut+w+p—r+o+rt
a, =0a+ ay +3ua +pa+ta+ 6y +3ud + 6w+ dp—6r+dbo+3yu+yw

—yr+yo+yt

+ 6u? + 3uw + 3up — 3ur + 3uc + 3ut + wp — ws + Tw + po + TP + qr — T

+ 10

as; = ady + 2adu + adp + 2ayu + ayt + 3ula + 2aup + 2aut + apt + 28yu

+ dyw — Oyr

+ 8yo + 3u?8 + 28uw + 26up — 26ur + 28uc + Swp + Spo + Sqr + 3yu?
+ 2ypw — 2yur + 2yuoc + 2yut — yws + ywt — yrt + yot + 4u3 + 3pcw

+ 3u?p — 3u®r + 3u%0 + 3u?t + 2uwp — 2uws + 2uwt + 2upo
— 2urt + 2u0t — 2wps + wpt — wqs + pot + qrt
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a, = adyu + adp? + au®p + au?t + aupt + Syu? + Syuw — Syur + Syuc + Sptw + Su’p
— SuPr + Spto + Suwp + Supo + Suqr + yud + yutw — yulr + yulo + yuit
+ yulpa — yuws + yuwt — yurt + yuot + p* + pd3w + pd3p — udr + pdo + udt
+ udta + pPwp — ptws + ptot + ptpo + pipt + plqr — pirt + pPot — 2uwps
+ puwpt — pwqs + upot + uqrt + adu + ayu

Teorema 2. Jika R, > 1dan BA(%‘) +T+u+ 6) >(a@+w+o+w(T+u+ 8y + p)maka
sistem 1 disekitar titik ekuilibrium E, stabil asimtotik lokal.

Bukti: Akan dibuktikan semua nilai eigen dari matriks Jacobian pada titik ekuilibrium E, mempunyai
bagian real yang negatif, akan dibuktikan semua akar-akar dari persamaan karakteristik mempunyai
bagian real yang negatif, akan dibuktikan jika determinan dari matriks Hurwitz bernilai positif maka
persaman karakteristik merupakan Polinomial Hurwits, akan dibuktikan a, > 0,a; > 0, a, > 0 dan
as(a,a, — agas) —aia, >0

Akan ditunjukan bahwa a, > 0 dimana a, = 1 maka a, > 0 terpenuhi.
Akan ditunjukan bahwa a, > 0 dimana

ag=a+d+y+4ut+w+p—q+o

. _ A(Rp—1) _ BA _ {A(Rg—1) _ JA .
Dlmanap - Ro(a+ w+o+u) r= Ro(y+u)’ q= Ro(a+w+o+p)(t+u+6) dan s = Ro(y+uw) sehlngga
A(Ry — 1) BNA
ag=a+d+y+4ut+ow+ — +o+7
Ry(a+ w+ao+u) R

A(w+TB+uB+6B)
(a+w+o+p)(T+u+8)(y+p)’

Karena Ry, =

+w+o+u)(T+u+8)(y+u)R
(:)(a w+o u)(TAu )(y+1)Ro

1
= o T 08 + ap £ op Yo@ T YBI+YBuAYET +Y(RoIBS +y(Ro)Br + ¥ (Ro)BT

+ u(Ry)BS + u(Ro)Bu + u(RYPT + {aw + {w + 4{uw + {w? + {wo + {wT
+ (6% + 4B5u + 28567 + 3Bu% + 4But + B2

Karena R, > 1, sehingga syarat a, > 0 terpenuhi

= Alw + BA(T + u + §) maka

a,

Akan ditunjukan bahwa a, > 0 dimana

a, = abyu + adu? + adup + ayu? + ayut + au® + 2u*p + ap’t + aupt + Syu? + Syuw
— 8yuq + Syuq + Syuo + 8 + Spulw + §p — Su*q + SuPo + Suwp + Supo
+8uqr + yu® + yutw — yu*q + yp*o + yut + yuwt — yuqr + yuot + pt
+ o+ 1P3p — 1Pq + it + pPwp + pPpo + @Ppt + pPqr — p?qr + pPort
+ pwpt + upot + uqrt

1

yré + Sur + yur + yws + yrt + p?r + yws + urt + 2wps + wqs
+ apt + yéu + wys + oy + Suw + Sup + Suo + wpd + opd + qré + yu?
+ wyp + yuo + yut + yupa + wyt + oyt + u3 + op? + pu? + pto + tu?
+ ,uzra + wpu + pwt + upo + ptu + uqr + pot + wpt + opt+ qrr + ad + ay
> 1

(ady + adu + aup + aut
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Karena R, > 1, sehingga syarat a, > 0 terpenuhi
Selanjutnya, akan dibuktikan as(a;a, — agas) — a?a, > 0

Bukti:
myn, + mymyms + 2mymyn, + mynyng + mynyng + mynyn, + nyin, + 2mgng

my2m, + mymsng + mymsn, + 2mynyn, + mymsn, + myn,? + nynyng + my? + ng? > 1

dimana :

my, = ady + 2adu + adp + 2ayu + ayt + 3au? + 2aup + 2aut + apt + 26yu + Syw

m,=a+6+y+4ut+w+p+o

my;=ad+ay+3au+ap +ar+ 8y +30u+ 6w+ 8p + 60 + 3yu+yw +yo +yr + 6pu? + 3uw
+ 3uo + 3ut + wp + wt + pq + pt +qr + 07T

my = adyp + adp? + adup + ayp? + ayutr + ap® + ap’p + au®t + aupt + Syu? + Syuw + Syuo
+6u3 + Sulw + SuPp + SuPo + Suwp + Supo + yud + yutew + yuto + yutt + yuwt
+yuot + pt + pdw + 13p + pdo + pBt + pPwp + pPwt + p?po + pPpt + pito + pwpt
+ upot

n=q

n, =8q +yq+3up+3uq+qr

ng = 8yq + 2ypuq +yqr + 3u*q + 2uqt

n, = 8yuq + Su*q +yutq +yuqr + pPq + pqr

Karena as(a,a, — agas) — ata, > 0,sehingga  syarat untuk  as(aja, — agas) — afa, > 1

terpenuhi. dengan demikian terbukti bahwa pada saat R, > 0, titik kestimbangan endemik stabil

asimtotik. Hal tersebut menunjukan individu yang terinfeksi virus hepatitis B akan selalu ada dan

tingkat penyebaranya stabil asimtotik lokal.m

3.6 Simulasi Numerik

Simulasi dilakukan menggunakan program matematika dan dengan memberikan masing-masing
nilai parameter. Simulasi ini bertujuan untuk memberikan gambaran geometris terkait dengan hasil
transmisi hepatitis B pada sirosis hati yang telah dianalisis. Dalam penelitian transmisi hepatitis B
pada sirosis hati dianalisis dengan menggunakan parameter-parameter yang diambil dari kota
Pontianak dan diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemik. Sedangkan masing-masing nilai parameter yang diberikan untuk memuat
simulasi disajikan dalam Tabel 2 dan Tabel 3.

Tabel 2. Nilai parameter untuk Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Parameter simbol Nilai Sumber

Tingkat kelahiran alami A 0.06 [15]
Tingkat kontak antar individu terinfeksi dan 0.00009 [15]
individu rentan B

Tingkat kematian alami U 0.0005 [8]
Tingkat populasi individu rentan divaksinasi y 0.001 [16]
Tingkat individu terinfeksi menjadi sirosis hati 1) 0.000003 [4]
Tingkat kematian akibat sirosis hati a 0.00002 [4]

AQw+TB+uB+oB) _ aka jika disubsitusikan nilai-nilai parameter pada Tabel 1
(a+w+o+u)(T+u+6)(y+u)

diperoleh Ry = 0.3423993061. Hasil simulasi pada kondisi ini diperoleh

Karena R, =
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Gambar 2. Simulasi numerik titik kesetimbangan bebas penyakit

Berdasarkan Gambar 2 dapat dilihat jumlah sup-populasi rentan mengalami peningkatan, hal
ini terjadi karena adanya kelahiran alami dari sub-populasi rentan dan tidak adanya individu yang
terkena penyakit, sehinga dari t = 0 sub-populasi rentan terus meningkat. sub-populasi terinfeksi
dalam kurung waktu mengalami penurunan, hal ini karena adanya tingkat sub-populasi terinfeksi
yang sembuh secara alami serta adanya tingkat sub-populasi individu yang terinfeksi menjadi sirosis
hati, sehingga menuju ke nol disekitar t = 25 bulan hingga seterusnya jumlah individu terinfeksi
mengalami penurunan yang diakbatkan oleh adanya kematian alami serta kematian yang diakibatkan
oleh sirosi hati. sub-populasi removed mengalami peningkatan. Hal ini terjadi karena meningkatnya
individu pada sub-populasi rentan dengan tingkat vaksinasi dan terdapat individu yang terinfeksi
menjadi removed yang diakibatkan adanya kesembuhan alami sehingga jumlah individu removed
mengalami peningkatan, sehinga dari t = 0 sub-populasi rentan terus meningkat. sub-populasi sirosis
hati mengalami penurunan, hal ini terjadi karena adanya tingkat kematian alami dan tingkat kematian
yang diakibatkan sirosis hati serta terdapatnya tingkat individu yang sembuh dari sirosis hati, sehinga
menuju ke nol sekitar t = 10 bulan sub-populasi rentan terus meningkat.

Berdasarkan hal tersebut, maka jumlah sub-populasi transmisi hepatitis B pada sirosis hati pada
keadaan bebas penyakit akan stabil.

Selanjutnya melakukan simulasi pada parameter kesetimbangan endemik yang disajikan dalam
Tabel 3.

Tabel 3. Nilai parameter untuk Titik Kesetimbangan Endemik

Parameter Simbol Nilai Sumber

Tingkat kelahiran alami A 0.06 [15]
Tingkat kontak antar individu terinfeksi dan individu 0.009 [15]
rentan B

Tingkat kematian alami U 0.0005 [8]
Tingkat populasi individu rentan divaksinasi y 0.001 [16]
Tingkat individu terinfeksi menjadi sirosis hati ) 0.003 [4]
Tingkat kematian akibat sirosis hati a 0.002 [4]
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A(w+TB+uB+6B)
(atw+o+p)(T+u+8)y+u)’
diperoleh Ry = 6.332562986 . hasil simulasi pada kondisi ini diperoleh

Karena Ry =

maka jika disubsitusikan nilai-nilai parameter pada Tabel 2

6 Grafiks_Endemik
9. % 10°
8.x 10%
7.% 10°1
6% 10° 1
5% 106’
]
4. 10°
3% 10°7
2. x 10°
1.x 10
0 -
0 100 200 300
I
m— rentan terinfeksi NN removed MR sirosis

Gambar 3. simulasi numerik titik kesetimbangan endemik

Berdasarkan Gambar 3. Dapat dilihat jumlah sup-populasi rentan stabil dalam waktu t =
25 bulan. Hal ini terjadi karena belum terdapat individu yang terkena terinfeksi hepatitis B. sehinga
dalam kurung waktu t = 25 menuju ke t = 50 bulan sub-populasi rentan terus meningkat. Hal ini
disebabkan adanya kelahiran alami, selanjutnya pada waktu t = 5 menuju ke t = 75 mengalami
penurunan kembali. Hal ini disebabkan terjadinya individu yang terinfeksi hepatitis B yang
jumlahnya terus meningkat, sehinga disekitar t = 100 bulan sub-populasi rentan terus meningkat.
Selanjutnya sekitar t = 125 dengan adanya vaksinasi sub-populasi rentan akan menyebabkan
stabilnya sub-populasi rentan. Sub-Populasi terinfeksi diawal grafik yang meningkat, hal ini karena
adanya tingkat kontak interaksi antara individu terinfeksi dan individu rentan sehingga berpindahnya
individu dari sub-populasi rentan menjadi terinfeksi mengakibatkan individu pada sub-populasi
terinfeksi mengalami peningkatan, sehinga dari nol t = 0 terus meningkat. Sub-populasi removed
mengalami peningkatan. Hal ini, terdapat akibat adanya individu yang terinfeksi menjadi sembuh
yang diakibatkan adanya kesembuhan alami. Serta mengalami peningkatan. Hal ini terjadi karena
meningkatnya individu pada sub-populasi rentan yang di vaksinasi, sehinga dari nol t = 0 sub-
populasi removed terus meningkat. Sub-populasi sirosis hati awalnya meningkat, hal ini karena
terdapat individu terinfeksi menjadi sirosis hati. Dalam kurung waktu ¢t = bulan jumlah individu
terinfeksi mengalami penurunan, hal ini diakibatkan terjadinya kematian alami serta kematian yang
diakibatkan sirosis hati, serta meningkat diakibatkan tidak adanyanya individu yang sembuh dalam
kurung waktu sekitar t = 100.
Berdasarkan hal tersebut, maka jumlah sub-populasi transmisi hepatitis B pada sirosis hati pada
keadaan endemik akan stabil dan menjukan berkurangnya transmisi hepatitis B pada sirosis hati.

4. Kesimpulan

Model matematika transmisi hepatitis B pada sirosis hati memiliki 2 titik kesetimbangan yaitu,
titik kesetimbangan bebas penyakit (E;) yang stabil asimtotik lokal jika R, < 1 dan titik
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kesetimbangan endemik (E,) yang stabil asimtotik lokal jika R, > 1. Model matematika transmisi
hepatitis B pada sirosis hati menunjukan apabila nilai reproduksi dasar kurang dari satu, penyakit
hepatitis tidak akan menyebar, dengan kata lain untuk jangka waktu tertentu populasi akan bebas dari
penyakit. Namun apabila adanya peningkatan interaksi antara individu terinfeksi dan individu rentan,
akan mengakibatkan naiknya individu terinfeksi, dengan kata lain akan menjadi epidemi sehingga
individu terinfeksi dan penularan akan tetap ada dalam populasi.
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