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Eksplorasi Masalah Isoperimetrik pada Bangun Ruang

Amrizal Marwan Ali1,∗ dan Denny Ivanal Hakim2

1Program Studi Magister Pengajaran Matematika, Institut Teknologi Bandung, Indonesia
2KK Analisis dan Geometri, Institut Teknologi Bandung, Indonesia

ABSTRAK. Pada bangun datar, masalah isoperimetrik diartikan sebagai pencarian bentuk bangun datar yang
akan menghasilkan luas terbesar di antara beberapa bangun datar yang kelilingnya sama. Dalam penelitian ini
permasalahan isoperimetrik dapat diperluas menjadi pencarian bangun ruang dengan volume terbesar di antara
bangun ruang yang memiliki luas permukaan yang sama. Penelitian ini bertujuan untuk memecahkan permasalahan
isoperimetrik pada bangun ruang yang diperoleh dengan membandingkan volume berbagai bentuk bangun ruang.
Pada penelitian ini, pembahasan dibatasi pada bangun ruang berbentuk prisma dengan alas segi-n beraturan, limas
dengan alas segi-n beraturan, tabung, kerucut, dan bola. Metode penelitian ini menggunakan konsep kalkulus,
trigonometri dan aljabar untuk membuktikan teorema isoperimetrik dengan pendekatan sederhana dan elementer.
Hasil penelitian ini adalah urutan volume maksimum suatu bangun ruang jika luas permukaannya sama dari terkecil
ke terbesar yakni limas dengan alas segitiga sama sisi, limas dengan alas persegi, prisma dengan alas segitiga sama
sisi, limas dengan alas segi-n beraturan (n ≥ 5), kerucut, prisma dengan alas persegi, prisma dengan alas segi-n
beraturan (n ≥ 5), tabung, dan bola.

ABSTRACT. In two-dimensional figure, the isoperimetric problem is defined as finding two-dimensional figures that
will produce the largest area among several two-dimensional figures with the same perimeter. In this research, the
isoperimetric problem is extended to find the shape with the largest volume among the shapes that have the same
surface area. The aim of this research is to solve isoperimetric problems in three-dimensional shapes obtained by
comparing various shapes of three-dimensional shapes. The discussion in this research is limited to three-dimensional
shapes in the form of prisms with regular n-sided bases, pyramids with regular n-sided bases, cylinders, cones, and
spheres. This research method uses concepts from calculus, trigonometry and algebra to prove the isoperimetric
theorem with a simple and elementary approach. The result of this research is that the order of the maximum volume
of three-dimensional shapes if the surface area is the same from smallest to largest is a pyramid with an equilateral
triangular base, a pyramid with a square base, a prism with an equilateral triangular base, a pyramid with a regular
n-sided base (n≥5), cone, prism with square base, prism with regular n-sided base (n≥5), cylinder, and sphere.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of EULER: Department of Mathematics, Uni-
versitas Negeri Gorontalo, Jln. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan

Kata isoperimetrik berasal dari iso dan perimetrik. Iso me-
miliki arti sama, dan perimetrik memiliki arti keliling. Masalah
isoperimetrik bangun datar merupakan masalah berupa penin-
jauan beberapa bangun datar yang kelilingnya sama, kemudian
mencari bangun datar yang mempunyai luas terbesar [1, 2]. Pap-
pus dari Alexandria (290–350 M) membuktikan suatu teorema
bahwa di antara bangun datar dengan keliling yang sama, luas
lingkaran lebih besar dari luas poligon manapun [3]. Hal tersebut
juga berkaitan dengan Teorema Isoperimetrik yang menyatakan
bahwa “Lingkaran memiliki luas yang paling luas di antara semua
bangun datar dengan keliling yang sama”. Penyelesaian masalah
isoperimetrik dari Teorema isoperimetrik tersebut menyatakan
bahwa suatu lingkaran mempunyai luas terbesar dari semua ba-
ngun datar lain yang mempunyai keliling yang sama. Adapun ka-
sus yang lebih khusus dari Teorema Isoperimetrik [1, 4]. Pertama,
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segitiga sama sisi mempunyai luas yang paling besar di antara se-
mua segitiga yang kelilingnya sama. Kedua, poligon beraturan
mempunyai luas yang terbesar di antara semua poligon dengan
keliling yang sama [5]. Dalam bentuk sederhana kasus khususma-
salah isoperimetrik pada bidang adalah penentuan segitiga de-
ngan luas maksimum di antara semua segitiga yang kelilingnya
tetap [6]. Beberapa teorema pada masalah isoperimetrik masih
ada yang belum dibuktikan secara lebih rinci. Dengan demikian,
perlu adanya bukti yang lebih rinci dan detail yang akan dibahas
pada penelitian ini.

Berdasarkan pernyataan Pappus [7, 8] mengenai masalah
isoperimetrik pada bangun datar, masalah tersebut dapat di-
amati dengan cara yang lebih mudah, seperti ditunjukkan pa-
da Gambar 1. Jika K merupakan keliling dari segi-n dengan n
merupakan jumlah sisi, dan t merupakan tinggi segitiga, maka

t =
K

2n tan
(
π
n

) . Oleh karena itu, semakin banyak jumlah sisi

dari segi-n, maka semakin besar luas bangun tersebut dengan ke-
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liling yang sama (alas segitiga). Artinya untuk bangun datar yang
memiliki keliling yang sama, luas lingkaran lebih besar dari semua
segi-n beraturan. Diperoleh ketaksamaan K2 ≥ 2πA yang me-
rupakan penyelesaian permasalahan isoperimetrik bangun datar,
dimanaK adalah keliling bangun datar danA adalah luas bangun
datar [7, 9]. Ketaksamaan ini menjadi kesamaan ketika bangun
datar berbentuk lingkaran [10].

Gambar 1. Luas segi-n beraturan sebagai luas dari segitiga

Masalah isoperimetrik pada bangun datar kemudian diper-
luas menjadi masalah isoperimetrik pada bangun ruang. Kaza-
rinoff menyebutkan masalah isoperimetrik pada bangun ruang
dalam bukunya yang berjudul Geometric Inequalities [5]. Terdapat
dua pernyataan yang ekuivalen, pertama, dari semua bangun ru-
ang dengan luas permukaan yang sama, bola mempunyai volume
terbesar. Kedua, dari semua bangun ruang dengan volume yang
sama, bola mempunyai luas permukaan terkecil. Perhatikan sa-
lah satu pernyataan bahwa di antara semua bangun ruang dengan
luas permukaan sama, bangun ruang bola memiliki volume yang
terbesar. Hal tersebut memperkuat masalah isoperimetrik pada
bangun ruang bahwa bola merupakan bangun ruang yang memi-
liki volume maksimum dari semua bangun ruang yang memiliki
luas permukaan yang sama. Namun Kazarinoff tidak menjelask-
an secara rinci terkait solusi masalah isoperimetik pada bangun
ruang dan tidak ada bukti dari kedua pernyataan tersebut.

Pernyataan lain yang disebutkan oleh Kazarinoff mengenai
isoperimetrik pada bangun ruang yaitu pada bangun ruang pris-
ma. Pernyataan tersebut berbunyi “Dari semua prisma segi empat
dengan volume yang sama, kubus mempunyai luas permukaan
terkecil” [5]. Berbeda dengan dua pernyataan sebelumnya yang
tidak ada buktinya, pernyataan tersebut dibuktikan Kazarinoff.
Pembuktian yang dilakukan yaitu dengan mengubah sisi-sisi pris-
ma segi sempat sebarang menjadi persegi dengan menjaga luas
permukaannya tetap. Akibat dari pernyataan tersebut adalah dari
semua bangun prisma dengan alas segi empat dengan luas per-
mukaan yang sama, kubus mempunyai volume terbesar.

Pada referensi lain dibahas mengenai pengoptimalan sebu-
ah prisma segi empat beraturan [11]. Beberapa pertanyaan yang
diberikan dalam bangun tiga dimensi, diantaranya yaitu dari se-
mua prisma segi empat dengan volume yang diberikan, yang ma-
na memiliki luas permukaan terkecil? Atau, yang setara, dari se-
mua prisma segi empat dengan luas permukaan yang diberikan,
yang mana memiliki volume terbesar? Jawaban untuk kedua per-
tanyaan ini adalah sebuah kubus. Pada sumber lain juga diba-
has bahwa dari sebuah prisma segi empat yang memiliki volume
yang diberikan dan luas permukaan terkecil yang mungkin (un-
tuk meminimalkan jumlah bahan yang dibutuhkan untuk memp-
roduksi kotak tersebut). Diketahui bahwa solusi untuk masalah

ini, atau ”kotak optimal” adalah sebuah kubus [12]. Terdapat te-
orema yang dibuktikan, “dari semua prisma dimensi−n dengan
volume V dan kubus dengan dimensi−(n − 1) sebagai alasnya,
kubus memiliki luas permukaan yang paling kecil yang mungkin.
Dalam referensi lain dijelaskanmasalah minimalisasi keliling yang
sama dalam ruang tiga dimensi: mencari ubin n-hedral dengan
volume satuan yang meminimalkan luas permukaan [13]. Poligon
yang paling umum yang mengisi bidang adalah persegi, segitiga,
dan segi enam beraturan. Misalkan kita memperkecil semua ubin
poligon di alam semesta menjadi luas satuan. Maka ubin mana
yang memiliki keliling terkecil? Sudah diketahui bahwa poligon
optimal dengan empat sisi adalah persegi, dan segitiga optimal
adalah segitiga sama sisi. Pada penelitian lain membahas meng-
enai pembuktian masalah isoperimetrik pada prisma tegak dan
prisma miring dengan alas berbentuk persegi panjang, segitiga
siku-siku, dan segi enam dengan cara penerapan ketaksamaan
aljabar dan trigonometri yang paling elementer [14]. Hasil pe-
nelitian tersebut menunjukkan bahwa prisma tegak dengan alas
berbentuk persegi panjang, segitiga siku-siku, dan segi enam ak-
an memberikan volume yang lebih besar daripada prisma miring,
jika luas permukaan keduanya sama.

Dari beberapa referensi yang telah disebutkan, belum ada
yang membahas yang lebih detail masalah isoperimetrik pada ba-
ngun ruang. Selain itu, pembahasanmasalah isoperimetrik masih
terbatas pada bangun ruang tertentu, misalnya prisma dan kubus.
Kemudian, belum ada yang membahas bangun-bangun ruang la-
in, misalnya limas dan bangun ruang sisi lengkung. Masalah iso-
perimetrik pada bangun ruang yang disebutkan oleh Kazarinoff
merupakan salah satu masalah yang menarik untuk dibahas le-
bih detail. Masalah isoperimetrik pada bangun ruang yang di-
simpulkan bahwa bola merupakan bangun ruang yang memiliki
volume maksimum dari semua bangun ruang yang memiliki lu-
as permukaan yang sama, pernyataan inilah yang menjadi kajian
yang menarik.

Pada penelitian ini, masalah isoperimetrik dapat diperlu-
as dengan pertanyaan, di antara bangun ruang dengan luas per-
mukaan yang sama, bangun ruang apa yang akan menghasilkan
volume terbesar. Rumusan masalah pada penelitian ini adalah
dari berbagai bentuk bangun ruang yang diketahui memiliki lu-
as permukaan yang sama, bagaimana urutan bangun ruang dari
volume terkecil hingga volume terbesar. Masalah isoperimetrik
pada penelitian ini akan dibahas secara lebih rinci dan detail. Se-
lain itu, bangun-bangun ruang yang lebih bervariasi akan dibahas
seperti prisma, limas, tabung, dan kerucut. Tujuan penelitian ini
adalah untuk memecahkan masalah Isoperimetrik pada bangun
ruang yang diperoleh dengan membandingkan volume berbagai
bentuk bangun ruang. Penelitian ini membatasi pembahasan pa-
da bangun ruang berbentuk prisma dengan alas segi-n beraturan,
tabung, limas dengan alas segi-n beraturan, kerucut, dan bola.

2. Metode

Metode pada penelitian ini menggunakan konsep kalkulus,
trigonometri, dan aljabar untuk membuktikan teorema isoperi-
metrik dengan pendekatan yang sederhana dan elementer. Ada-
pun langkah-langkah untuk memecahkan masalah isoperimetrik
pada bangun ruang sebagai berikut:
1. Menentukan persamaan yang digunakan untuk menghitung

luas permukaan dan volume dari bangun ruang yang akan

EULER | J. Ilm. Mat. Sains dan Teknol. Volume 12 | Issue 1 | June 2024
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ditinjau,
2. Menyatakan volume bangun ruang sebagai fungsi dari besar-

an yang terlibat dalam persamaan luas permukaan,
3. Menggunakan turunan fungsi volume untuk menghitung

ukuran optimum sehingga diperoleh nilai maksimum volu-
me dari bangun ruang yang dipilih, dan

4. Menyimpulkan hasil dari pembuktian dengan menyatakan
nilai maksimum volume dari bangun ruang dalam luas per-
mukaan.

3. Hasil dan Pembahasan

Sebelummembahas tentang isoperimetrik pada bangun ru-
ang, akan dibahas terlebih dahulu mengenai beberapa istilah ba-
ngun ruang yang merujuk pada [16]. Solid (benda padat) adalah
bagian ruang yang terbatas yang dibatasi oleh permukaan. Se-
ction (penampang benda padat) adalah bangun datar yang dipo-
tong dari benda padat tersebut dengan cara melewati bidang ter-
sebut. Polihedron adalah benda padat yang dibatasi oleh bidang.
Rusuk dari polihedron adalah perpotongan bidang pembatas. Si-
si adalah bagian dari bidang pembatas yang terdapat di sisinya.
Sisinya berbentuk poligon. Titik sudut adalah perpotongan dari
rusuk-rusuknya.

Selanjutnya, dijelaskan mengenai beberapa pengertian dari
bangun-bangun ruang yang juga merujuk pada [16]. Kubus (Cube)
adalah polihedron yang semua enam sisinya merupakan persegi.
Balok (Rectangular Parallelepiped) adalah polihedron yang semua
ukuran sisinya merupakan persegi panjang. Prisma adalah poli-
hedron yang dua permukaannya poligon pada bidang sejajar, dan
permukaan lainnya adalah jajargenjang. Berikut sifat-sifat pris-
ma: (1) alasnya adalah poligon yang kongruen. Lateral area (luas
lateral/luas sisi samping) adalah jumlah dari luas sisi tanpa alas,
(2) perpotongan sisi lateral disebut rusuk lateral. Rusuk lateral
sama dan sejajar, (3) section (perpotongan) dari prisma yang di-
buat oleh bidang-bidang sejajar yang memotong semua sisi late-
ralnya adalah poligon, (4) tinggi prisma adalah jarak tegak lurus
antara bidang-bidang alasnya, (5) right section (bagian siku-siku)
prisma adalah bagian yang tegak lurus ke sisi lateral, dan (6) pris-
ma beraturan adalah prisma yang sisi-sisinya tegak lurus terhadap
alasnya, sisi sampingnya berbentuk persegi panjang.

Prisma dibentuk dari dua segi-n yang kongruen dan terle-
tak pada bidang sejajar sehingga sisi-sisi yang bersesuaian pa-
da kedua segi-n tersebut sejajar, sedangkan titik-titik sudut yang
bersesuaian pada kedua segi-n dihubungkan oleh sebuah garis
lurus. Nama dari prisma didasarkan pada bentuk alasnya [17].

Silinder adalah benda padat yang dibatasi oleh permukaan
silinder tertutup dan dua bidang sejajar. Silinder sirkular adalah
silinder yang mempunyai bagian siku-siku berbentuk lingkaran.
Silinder sirkular siku-siku (tabung) adalah silinder sirkular yang
elemen-elemennya tegak lurus terhadap alasnya [16]. Tabung
adalah bangun ruang yang dibatasi oleh dua sisi yang kongruen
dan sejajar yang berbentuk lingkaran serta sebuah sisi lengkung
[18].

Limas adalah polihedron yang salah satu sisinya, disebut
alas, adalah poligon dengan sejumlah sisi dan sisi lainnya adalah
segitiga yang mempunyai titik sudut yang sama. Limas beraturan
adalah limas yang alasnya berbentuk poligon beraturan dan se-
mua rusuk lateralnya kongruen [17]. Kerucut adalah benda padat
yang dibatasi oleh suatu permukaan berbentuk kerucut (permu-

kaan lateral) yang diretriksnya berupa kurva tertutup, dan suatu
bidang (alas) yang memotong semua unsurnya. Kerucut sirkular
siku-siku (kerucut) adalah kerucut sirkular (berbentuk lingkaran)
yang sumbunya tegak lurus terhadap alasnya. Kerucut merupak-
an bangun ruang sisi lengkung yang menyerupai limas segi-n ber-
aturan yang bidang alasnya berbentuk lingkaran. Oleh karena itu,
kerucut ini sering kali disebut dengan limas Istimewa [18].

Masalah isoperimetrik pada bangun ruang yang akan ditin-
jau adalah prisma dengan alas segi-n beraturan, tabung, limas
dengan alas segi-n beraturan, kerucut, dan bola.

3.1. Prisma dan Tabung
Pada subtopik yang pertama akan dikaji bentuk prisma de-

ngan alas segitiga sama sisi, prisma dengan alas persegi, hingga
prisma segi-n beraturan dan tabung. Berikut pada Gambar 2 me-
rupakan ilustrasi prisma dengan alas segitiga sama sisi, prisma
dengan alas persegi, dan tabung.

Gambar 2. Prisma dengan alas segitiga sama sisi, prisma de-
ngan alas persegi, dan tabung

Teorema 1 membahas mengenai prisma dengan alas segiti-
ga sama sisi dengan luas permukaan tertentu dan diperoleh vo-
lume terbesarnya.

Teorema 1. Misalkan suatu prisma dengan alas segitiga sama
sisi dengan panjang sisi s dan tinggi prisma t yang luas permuka-

annya adalahA. Volume terbesar prisma ini adalah
A

6

√
2
√
3A

27

yang tercapai ketika s =

√
2
√
3A

9
dan t =

√
2
√
3A

27
.

Bukti. Luas permukaan prisma dapat dinyatakan sebagai

A = 2

(
1

2
· s · s

√
3

2

)
+ (3st).

Dari persamaan tersebut, diperoleh

t =
2A−

√
3s2

6s
.

Volume prisma dengan alas segitiga sama sisi adalah

V (s) =

(
1

2
· s · s

√
3

2

)
· t =

√
3As

12
− s3

8
.

Menentukan nilai s agar volume maksimum, melalui turunan ter-
hadap s, yaitu

V ′ (s) = 0 ⇔
√
3A

12
− 3s2

8
= 0
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diperoleh

s =

√
2
√
3A

9
dan t =

√
2
√
3A

27
.

Menggunakan uji turunan pertama, diperoleh

s =

√
2
√
3A

9

mengakibatkan volumemaksimum. Jadi, volumemaksimum pris-
ma dengan alas segitiga sama sisi adalah

V =

(
1

2
· s · s

√
3

2

)
· t = A

6

√
2
√
3A

27
.

Selanjutnya, Teorema 2 membahas mengenai prisma de-
ngan alas persegi dengan luas permukaan tertentu dan diperoleh
volume terbesarnya.

Teorema 2. Misalkan suatu prisma dengan alas persegi dengan
panjang sisi s dan tinggi prisma t yang luas permukaannya ada-

lah A. Volume terbesar prisma ini adalah
A

6

√
A

6
yang tercapai

ketika s =

√
A

6
dan t =

√
A

6
.

Bukti. Luas permukaan prisma dapat dinyatakan sebagai

A = 2(s2) + (4st).

Dari persamaan tersebut, diperoleh

t =
A− 2s2

4s
.

Volume prisma dengan alas persegi,

V (s) = s2t =
As

4
− s3

2
.

Menentukan nilai s agar volume maksimum, melalui turunan ter-
hadap s,

V ′ (s) = 0 ⇔ A

4
− 3s2

2
= 0.

Diperoleh

s =

√
A

6
dan t =

√
A

6
.

Menggunakan uji turunan pertama, diperoleh

√
A

6
=

√
2
√
3A

9
mengakibatkan volumemaksimum. Jadi, volumemaksimum pris-
ma dengan alas persegi adalah

V = s2t =
A

6

√
A

6
.

Selanjutnya, Teorema 3 membahas mengenai tabung de-
ngan luas permukaan tertentu dan diperoleh volume terbesarnya.

Teorema 3. Misalkan suatu tabung dengan panjang jari-jari r
dan tinggi tabung t yang luas permukaannya adalah A. Volume

terbesar tabung adalah
A

6

√
2A

3π
yang akan tercapai ketika r =√

A

6π
dan t =

√
2A

3π
.

Bukti. Luas permukaan tabung dapat dinyatakan sebagai

A = 2πr2 + 2πrt ⇔ A = 2πr (r + t) .

Dari persamaan tersebut, diperoleh

t =
A

2πr
− r.

Volume tabung,

V (r) = πr2t =
A

2
r − πr3.

Menentukan nilai r agar volume maksimum, melalui turunan ter-
hadap r, yaitu

V ′ (r) = 0 ⇔ A

2
− 3πr2 = 0

Diperoleh

r =

√
A

6π
dan t =

√
2A

3π

Menggunakan uji turunan pertama, diperoleh r =

√
A

6π
meng-

akibatkan volume maksimum. Jadi, volume maksimum tabung

adalah V = πr2t =
A

6

√
2A

3π
.

Selanjutnya, Teorema 4 membahas mengenai prisma de-
ngan alas segi-n beraturan dengan luas permukaan tertentu dan
diperoleh volume terbesarnya. Pada bangun segi-n beraturan,
diketahui bahwa s adalah sisi dari bangun segi-n dan r adalah
jari-jari lingkaran yang memuat segi-n. Hubungan antara s dan r

adalah s = r · 2 sin
π

n
[19].

Teorema 4. Misalkan suatu prisma dengan alas segi-n beratur-
an dengan n ≥ 3, panjang sisi s, r adalah jari-jari lingkar-
an yang memuat segi-n dan tinggi prisma t yang luas permu-
kaannya adalah A. Volume terbesar prisma dengan alas segi-n

beraturan adalah
A
√
A

6
√
3

√
2 cos π

n

n sin π
n

yang akan tercapai ketika

r =

√
A

3n sin 2π
n

dan t =

√√√√ A sin 2π
n

3n
(
sin π

n

)2 .
Bukti. Luas permukaan prisma dapat dinyatakan sebagai

A = 2

(
n

2
r2sin

2π

n

)
+ (nst) .
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Subtitusi s = r · 2 sin
π

n
, diperoleh

A = 2

(
n

2
r2sin

2π

n

)
+
(
n
(
r · 2sinπ

n

)
· t
)
.

Misalkan

sin
2π

n
= P dan sin

π

n
= Q.

Dari persamaan luas permukan tersebut, diperoleh

t =
A− nr2P

2nrQ
.

Volume prisma dengan alas segi-n beraturan adalah

V (r) =
(n
2
r2P

)
.t =

AP

4Q
r − nP 2

4Q
r3.

Menentukan nilai r agar volume maksimum, melalui turunan ter-
hadap r, yaitu

V ′ (r) = 0 ⇔ AP

4Q
− 3nP 2

4Q
r2 = 0.

diperoleh

r =

√
A

3nP
=

√
A

3n sin 2π
n

,

t =

√
AP

3nQ2
=

√√√√ A sin 2π
n

3n
(
sinπ

n

)2 , dan
s = 2r ·Q =

√
4AQ2

3nP
=

√√√√4A
(
sinπ

n

)2
3n sin 2π

n

.

Menggunakan uji turunan pertama, diperoleh

r =

√
A

3n sin 2π
n

,

mengakibatkan volumemaksimum. Jadi, volumemaksimum pris-
ma dengan alas segi-n beraturan adalah

V =
(n
2
r2P

)
· t = A

√
A

6
√
3

√
2 cos π

n

n sin π
n

.

Sebelum membahas hubungan antara bangun prisma de-
ngan alas segi-n beraturan dan tabung, akan ditunjukkan terlebih
dahulu Lemma 1 dan Lemma 2 yang akan berguna pada teorema
berikutnya. Lemma tersebut membahas mengenai suatu fungsi
monoton naik dan terbatas di atas.

Lemma 1. Fungsi f (x) =
cos π

x

x sin π
x

merupakan fungsi monoton

naik untuk x ≥ 3.

Bukti. Misalkan

f (x) =
cos π

x

x sin π
x

=
cot π

x

x
dengan x ≥ 3.

Akan ditunjukkan f(x) monoton naik,

f ′ (x) =
π.csc2

(
π
x

)
− x.cot

(
π
x

)
x3

=

π

sin2(π
x )

− x cos(π
x )

sin(π
x )

x3

=
π − x

2 sin
(
2π
x

)
x3 sin2

(
π
x

) .

Misalkan t =
1

x
. Dari x ≥ 3, maka 0 < t ≤ 1

3 . Misalkan y1 = 2πt

dan y2 = sin (2πt) . Untuk 0 < t ≤ 1

3
, maka berlaku 0 < y2 <

y1 atau 0 < sin (2πt) < 2πt. Selanjutnya, diperoleh

x

2
sin
(
2π

x

)
=

sin(2πt)
2t

<
2πt

2t
= π,

sehingga

f ′ (x) =
π − x

2 sin
(
2π
x

)
x3 sin2

(
π
x

) >
π − π

x3 sin2
(
π
x

) = 0.

Jadi, f ′ (x) > 0, sehingga f(x)monoton naik. Dengan demikian,
f(x) naik pada [3,∞).

Lemma 2. Fungsi f (x) =
cos π

x

x sin π
x

merupakan fungsi terbatas

di atas untuk x ≥ 3.

Bukti. Misalkan

f (x) =
cos
(
π
x

)
x sin

(
π
x

) dengan x ≥ 3.

Akan ditunjukkan f (x) terbatas di atas. Misalkan

x =
π

t
dan t =

π

x
, dengan x ≥ 3, maka 0 < t ≤ π

3
.

Misalkan y1 = t dan y2 = tan t. Untuk 0 < t ≤ π

3
, maka berlaku

0 < y1 < y2 atau 0 < t < tan t. Karena 0 < t < tan t, maka

0 <
t

tan t
< 1, sehingga diperoleh,

f (x) =
cos
(
π
x

)
x sin

(
π
x

) ⇔ f
(π
t

)
=

cos t
π
t sin t

⇔ f
(π
t

)
=

t

π

cos t
sin t

Akibatnya, f
(π
t

)
=

1

π

t

tan t
<

1

π
1 =

1

π
. Jadi, f(x) terbatas di

atas.
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Pernyataan pada Lemma 1 dan Lemma 2 mengakibatkan
pernyataan “{an} terbatas dan monoton naik, sehingga berla-
ku {an} konvergen” [20]. Selanjutnya Teorema 5 dan Teorema
6 membahas hubungan antara bangun ruang prisma dengan alas
segi-n dan tabung.

Teorema 5. Misalkan bangun ruang prisma dengan alas segi-n
beraturan dan tabung. Jika kedua bangun memiliki luas permuka-
an yang sama yaitu A, maka volume maksimum prisma dengan
alas segi-n beraturan selalu lebih kecil dari volume maksimum ta-
bung.

Bukti. Volume maksimum prisma dengan alas segi-n beraturan

adalah V (n) =
A
√
A

6
√
3

√
2 cos π

n

n sin π
n

dan volumemaksimum tabung

adalah V =
A

6

√
2A

3π
. Akan ditunjukkan bahwa volume maksi-

mum prisma dengan alas segi-n beraturan selalu lebih kecil da-
ri volume maksimum tabung. Berdasarkan Lemma 2, diketahui

bahwa fungsi f (x) =
cos π

x

x sin π
x

terbatas di atas, maka f (x) <
1

π
.

Akibatnya

V (n) =
A
√
A

6
√
3

√
2 cos π

n

n sin π
n

<
A

6

√
2A

3π
= Vmaksimum tabung.

Dengan demikian, volume maksimum prisma dengan alas segi-
n beraturan selalu lebih kecil dari volumemaksimum tabung.

Selanjutnya, Teorema 6 membahas mengenai kekonvergen-
an dari hubungan antara bangun ruang prisma dengan alas segi-n
dan tabung.

Teorema 6. Misalkan bangun ruang prisma dengan alas segi-n
beraturan dan tabung. Jika kedua bangun memiliki luas permuka-
an yang sama yaitu A, maka volume maksimum prisma dengan
alas segi-n beraturan akan konvergen ke volume maksimum ta-
bung.

Bukti. Volume maksimum prisma dengan alas segi-n beraturan

adalah V (n) =
A
√
A

6
√
3

√
2 cos π

n

n sin π
n

dan volume maksimum tabung

adalah V =
A

6

√
2A

3π
. Akan ditunjukkan bahwa volume mak-

simum prisma dengan alas segi-n beraturan akan konvergen ke
volume maksimum tabung. Berdasarkan Lemma 1 dan Lemma

2, diketahui bahwa fungsi f (x) =
cos π

x

x sin π
x

monoton naik dan

terbatas di atas, maka V (n) monoton naik dan terbatas di atas.
Akibatnya {V (n)} konvergen.

Misalkan n =
1

y
, maka y =

1

n
, dengan lim

y→0+

sin y

y
= 1.

Diperoleh

lim
n→∞

V (n) = lim
n→∞

A
√
2A

6
√
3

√
cos π

n

n sin π
n

= lim
y→0

A
√
2A

6
√
3

√
cos πy
sin πy

y

=
A
√
2A

6
√
3

√
1

π
.

Dengan demikian, volume maksimum prisma dengan alas segi-n
beraturan akan konvergen ke volume maksimum tabung.

3.2. Limas, Kerucut, dan Bola
Pada subtopik yang kedua dikaji bentuk limas dengan alas

segitiga sama sisi, limas dengan alas persegi, hingga limas segi-n
beraturan dan kerucut. Ilustrasi limas dengan alas segitiga sama
sisi, limas dengan alas persegi, dan kerucut disajikan pada Gam-
bar 3.

Gambar 3. Limas dengan alas segitiga sama sisi, Limas de-
ngan alas persegi, dan kerucut

Teorema 7 membahas mengenai limas dengan alas segitiga
sama sisi dengan luas permukaan tertentu dan diperoleh volume
terbesarnya.

Teorema 7. Misalkan suatu limas dengan alas segitiga sama sisi
dengan panjang sisi s dan tinggi prisma t yang luas permuka-

annya adalah A. Volume terbesar limas ini adalah
A

12

√
2A

√
3

9

yang tercapai ketika s =

√
A√
3
dan t =

√
2A

√
3

9
.

Bukti. Luas permukaan limas dapat dinyatakan sebagai

A =

(
1

2
· s · s

√
3

2

)
+ 3

(
s · ts
2

)
.

Subtitusi ts =

√
t2 +

1

12
s2, diperoleh

A =

√
3

4
s2 +

3

2
s

(√
t2 +

1

12
s2

)
.

Dari persamaan tersebut, diperoleh t =

√
4A2 − 2

√
3As2

9s2
. Vo-

lume limas dengan alas segitiga sama sisi adalah,

V (s) =
1

3

(
1

2
· s · s

√
3

2

)
t =

√
3

36

(√
4A2s2 − 2

√
3As

4
)
.
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Menentukan nilai s agar volume maksimum, melalui turunan ter-
hadap s adalah

V ′ (s) = 0 ⇔
√
3

72
· (8A2s− 8

√
3As3)√

4A2s2 − 2
√
3As

4
= 0.

Diperoleh s =

√
A√
3
dan t =

√
2A

√
3

9
. Menggunakan uji turun-

an pertama, diperoleh s =

√
A√
3
mengakibatkan volume mak-

simum. Jadi, volume maksimum limas dengan alas segitiga sama
sisi adalah

V =
1

3

(
1

2
· s · s

√
3

2

)
t =

A

12

√
2A

√
3

9
.

Selanjutnya, Teorema 8 membahas mengenai limas dengan
alas persegi dengan luas permukaan tertentu dan diperoleh vo-
lume terbesarnya.

Teorema 8. Misalkan suatu limas dengan alas persegi dengan
panjang sisi s dan tinggi prisma t yang luas permukaannya ada-

lah A. Volume terbesar prisma ini adalah
A

12

√
A

2
yang tercapai

ketika s =

√
A

4
dan t =

√
A

2
.

Bukti. Luas permukaan limas dapat dinyatakan sebagai

A = s2 + 4

(
s× ts
2

)
.

Subtitusi ts =

√
t2 +

1

4
s2, diperoleh A = s2 + 2s

√
t2 +

1

4
s2.

Dari persamaan tersebut, diperoleh t =

√
A2 − 2As2

4s2
.

Volume limas dengan alas persegi adalah

V (s) = V =
1

3
s2t =

1

6

(√
A2s2 − 2As4

)
.

Menentukan nilai s agar volume maksimum, melalui turunan ter-

hadap s, diperoleh V ′ (s) = 0 ⇔ 1

12
· (2A

2s− 8As3)√
A2s2 − 2As4

= 0.

Selanjutnya, diperoleh s =

√
A

4
dan t =

√
A

2
. Menggunakan

uji turunan pertama, diperoleh s =

√
A

4
, yang mengakibatkan

volume maksimum. Jadi, volume maksimum limas dengan alas

persegi adalah V =
1

3
s2t =

A

12

√
A

2
.

Selanjutnya, Teorema 9 membahas mengenai kerucut de-
ngan luas permukaan tertentu dan diperoleh volume terbesarnya.

Teorema 9. Misalkan suatu kerucut dengan panjang jari-jari r
dan tinggi kerucut t yang luas permukaannya adalah A. Volume

terbesar kerucut adalah
A

12

√
2A

π
yang akan tercapai ketika r =√

A

4π
dan t =

√
2A

π
.

Bukti. Luas permukaan kerucut dapat dinyatakan sebagai A =

πr2 + πrs. Subtitusi s =
√
r2 + t2, diperoleh A = πr2 +

πr
√

r2 + t2. Dari persamaan tersebut, diperoleh

t =

√
A2 − 2Aπr2

π2r2
.

Volume kerucut adalah

V (r) =
1

3
πr2t =

1

3

(√
A2r2 − 2Aπr4

)
.

Menentukan nilai r agar volume maksimum, melalui turunan ter-
hadap r, yaitu

V ′ (r) = 0 ⇔ 1

6
·
(
2A2r − 8Aπr3

)
√
A2r2 − 2Aπr4

= 0.

Selanjutnya, diperoleh r =

√
A

4π
dan t =

√
2A

π
. Menggu-

nakan uji turunan pertama, diperoleh r =

√
A

4π
mengakibatk-

an volume maksimum. Jadi, volume maksimum kerucut adalah

V =
1

3
πr2t =

A

12

√
2A

π
.

Selanjutnya, Teorema 10 membahas mengenai limas de-
ngan alas segi-n beraturan dengan luas permukaan tertentu dan
diperoleh volume terbesarnya. Serupa dengan bangun prisma,
pada limas juga akan dihitung bangun limas dengan alas segi-
n beraturan. Pada bangun segi-n beraturan, diketahui bahwa s
adalah sisi dari bangun segi-n dan r adalah jari-jari lingkaran yang
memuat segi-n. Hubungan antara s dan r adalah s = r · 2 sin

π

n
[19].

Teorema 10. Misalkan suatu limas dengan alas segi-n beratur-
an dengan n ≥ 3, panjang sisi s, r adalah jari-jari lingkar-
an yang memuat segi-n dan tinggi limas t yang luas permu-
kaannya adalah A. Volume terbesar limas dengan alas segi-n

beraturan adalah
A
√
A

12

√
2 cos π

n

n sin π
n

yang akan tercapai ketika

r =

√
A

2n
(
sin 2π

n

) dan t =

√√√√A
(
sin 2π

n

)
n
(
sinπ

n

)2 .

Bukti. Luas permukaan limas dapat dinyatakan sebagai

A =
n

2
r2 sin

2π

n
+ n

(
s · ts
2

)
.
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Subtitusi s = 2r sin
π

n
, diperoleh

A =
n

2
r2 sin

2π

n
+ n

(
2r sin π

n · ts
2

)
.

Misalkan

sin
2π

n
= P,

sin
π

n
= Q, dan(

cos
π

n

)2
= 1−

(
sin

π

n

)2
= 1−Q2.

Selanjutnya, misalkan ts adalah tinggi sisi lateral, maka diperoleh
ts =

√
t2 + r2 − r2Q2, sehingga

A =
n

2
r2P + n

(
2rQ×

√
t2 + r2 − r2Q2

2

)
.

Dari persamaan tersebut, diperoleh

t =

√
4A2 − 4AnPr2

4n2r2Q2
.

Volume limas dengan alas segi-n beraturan adalah

V (r) =
1

3

(n
2
r2P

)
t =

P

6Q

(√
A2r2 −AnPr4

)
.

Menentukan nilai r agar volume maksimum, melalui turunan ter-
hadap r, yaitu

V ′ (r) = 0 ⇔ P

12Q
· (2A

2r − 4AnPr3)√
A2r2 −AnPr3

= 0.

Selanjutnya, diperoleh

r =

√
A

2nP
=

√
A

2n
(
sin 2π

n

)
t =

√
AP

nQ2
=

√√√√A
(
sin 2π

n

)
n
(
sinπ

n

)2 , dan
s = r · 2Q =

√√√√2A
(
sinπ

n

)2
n
(
sin 2π

n

) .

Menggunakan uji turunan pertama, diperoleh

r =

√
A

2n
(
sin 2π

n

)
mengakibatkan volume maksimum. Jadi, volume maksimum li-
mas dengan alas segi-n beraturan adalah

V =
1

3

(n
2
r2P

)
t =

A
√
A

12

√
2 cos π

n

n sin π
n

.

Selanjutnya Teorema 11 dan Teorema 12 membahas hu-
bungan antara bangun ruang limas dengan alas segi-n dan ke-
rucut. Serupa dengan bangun ruang prisma dengan alas segi-n
yang berhubungan dengan tabung, pada bangun ruang limas de-
ngan alas segi-n beraturan juga berhubungan dengan kerucut.

Teorema 11. Misalkan bangun ruang limas dengan alas segi-n
beraturan dan kerucut. Jika kedua bangun memiliki luas permu-
kaan yang sama yaitu A, maka volume maksimum limas dengan
alas segi-n beraturan selalu lebih kecil dari volume maksimum ke-
rucut.

Bukti. Volume maksimum limas dengan alas segi-n beraturan
adalah

V (n) =
A
√
A

12

√
2 cosπn
n sinπ

n

,

dan volume maksimum kerucut adalah

V =
A

12

√
2A

π
.

Akan ditunjukkan bahwa volume maksimum limas dengan alas
segi-n beraturan selalu lebih kecil dari volume maksimum ke-
rucut. Berdasarkan Lemma 2, diketahui bahwa fungsi f (x) =
cos π

x

x sin π
x

terbatas di atas, maka f (x) <
1

π
. Akibatnya

V (n) =
A
√
A

12

√
2 cos π

n

n sin π
n

<
A

12

√
2A

π
= Vmaksimum kerucut.

Dengan demikian, volume maksimum limas dengan alas segi-n
beraturan selalu lebih kecil dari volume maksimum kerucut.

Selanjutnya, Teorema 12 membahas mengenai kekonver-
genan dari hubungan antara bangun ruang limas dengan alas
segi-n dan kerucut.

Teorema 12. Misalkan bangun ruang limas dengan alas segi-n
beraturan dan kerucut. Jika kedua bangun memiliki luas permu-
kaan yang sama yaitu A, maka volume maksimum limas dengan
alas segi-n beraturan akan konvergen ke volume maksimum keru-
cut.

Bukti. Volume maksimum limas dengan alas segi-n beraturan
adalah

V (n) =
A
√
A

12

√
2 cos π

n

n sin π
n

,

dan volume maksimum kerucut adalah

V =
A

12

√
2A

π
.

Akan ditunjukkan bahwa volume maksimum limas dengan alas
segi-n beraturan akan konvergen ke volume maksimum keru-
cut. Berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 2, diketahui bahwa fungsi

f (x) =
cos π

x

x sin π
x

monoton naik dan terbatas di atas, maka V (n)
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monoton naik dan terbatas di atas. Akibatnya {V (n)} konver-

gen. Misalkan n =
1

y
, maka y =

1

n
, dengan lim

y→0+

sin y

y
= 1.

Selanjutnya, diperoleh

lim
n→∞

V (n) = lim
n→∞

A
√
2A

12

√
cos π

n

n sin π
n

= lim
y→0

A
√
2A

12

√
cos πy
sin πy

y

=
A
√
2A

12

√
1

π
.

Dengan demikian, volume maksimum limas dengan alas segi-n
beraturan akan konvergen ke volume maksimum kerucut.

Selanjutnya, akan dilihat bangun ruang bola. Misalkan sua-
tu bola dengan panjang jari-jari r yang luas permukaannya adalah
A. Luas permukaan bola dapat dinyatakan sebagaiA = 4πr2, se-

hingga diperoleh r =

√
A

4π
. Volume bola adalah V =

4

3
πr3 =

A
√
A

6

√
1

π
.

Dari seluruh bangun yang sudah dibahas di atas, dipero-
leh urutan bangun sebagai berikut. Misalkan bangun ruang bola,
prisma dengan alas segi-n beraturan, tabung, limas dengan alas
segi-n beraturan, kerucut. Jika bangun-bangun ruang tersebut
memiliki luas permukaan yang sama, maka urutan volume maksi-
mum bangun ruang dari yang terkecil ke yang terbesar tersebut
adalah limas dengan alas segitiga sama sisi, limas dengan alas
persegi, prisma dengan alas segitiga sama sisi, Limas dengan alas
segi-n beraturan (n ≥ 5), kerucut, prisma dengan alas persegi,
prisma dengan alas segi-n beraturan (n ≥ 5), tabung, dan bola.

Volumemaksimum keluarga limas dan kerucut disajikan pa-
da Tabel 1.

Tabel 1. Volume maksimum keluarga limas dan kerucut

Bangun Ruang Volume Maksimum Taksiran Pengali
A
√
A

6

Limas dengan
Alas Segitiga
Sama sisi

V= A
12

√
2
√
3A
9

= A
√
A

6

√√
3

18

√√
3

18 ≈0, 31020

Limas dengan
Alas Persegi

V = A
12

√
A
2

=A
√
A

6

√
1
8

√
1
8≈0, 35355

Limas dengan
Alas Segi Lima
Beraturan

V=A
√
A

6

·

√
(1+

√
5)
√

1
2 (5−

√
5)

10(5−
√

5)

√
(1+

√
5)

√
1
2 (5−

√
5)

10(5−
√

5)

≈0, 37099

Limas dengan
Alas Segi Enam
Beraturan

V = A
12

√
A
√
3

3

=A
√
A

6

√√
3

12

√√
3

12 ≈0, 37991

Kerucut V=A
√
A

6

√
1
2π

√
1
2π≈0, 39894

Pada Tabel 1 kolom ketiga taksiran pengali A
√
A

6 diperoleh
dari A

6 luas permukaan dari volume maksimum prisma dan
√
A

adalah konstanta luas permukaan yang sama/tetap. Taksiran pe-
ngali A

√
A

6 dipilih agar volume maksimum dari bangun ruang da-
pat diamati dengan mudah untuk dibandingkan dengan bangun
ruang lain. Jadi taksiran pengali A

√
A

6 dipilih sebagai pemban-
ding.

Volume maksimum dari prisma, tabung, dan bola disajikan
pada Tabel 2.

Tabel 2. Volume maksimum prisma, tabung, dan bola

Bangun Ruang Volume Maksimum Taksiran Pengali
A
√

A
6

Prisma dengan
Alas Segitiga
Sama Sisi

V=A
√
A

6

√
2
√

3
27

√
2
√

3
27 ≈0, 35818

Prisma dengan
Alas Persegi

V=A
√
A

6

√
1
6

√
1
6≈0, 40824

Prisma dengan
Alas Segi Enam
Beraturan

V=A
√
A

6

√√
3

9

√√
3

9 ≈0, 43869

Tabung V=A
√
A

6

√
2
3π

√
2
3π≈0, 46065

Bola V=A
√
A

6

√
1
π

√
1
π
≈0, 56418

Terdapat temuan yang menarik bahwa jika semua bangun
ruang memiliki luas permukaan yang sama, volume maksimum
prisma dengan alas segitiga sama sisi kurang dari volume maksi-
mum limas dengan alas segi lima beraturan. Kemudian volume
maksimum limas dengan alas segi-n beraturan kurang dari volu-
me maksimum dengan alas persegi, karena volume maksimum
kerucut kurang dari volume maksimum dengan alas persegi.

Dengan demikian, diperoleh bahwa urutan volume maksi-
mum bangun ruang jika luas permukaannya sama dari yang terke-
cil ke yang terbesar adalah limas dengan alas segitiga sama sisi,
limas dengan alas persegi, prisma dengan alas segitiga sama sisi,
limas dengan alas segi-n beraturan (n ≥ 5), kerucut, prisma de-
ngan alas persegi, prisma dengan alas segi-n beraturan (n ≥ 5),
tabung, dan bola.

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah diuraikan, di-
peroleh beberapa kesimpulan. Pertama, di antara prisma dengan
alas segi-n beraturan dan segi-m beraturan dengan luas permu-
kaan kedua bangun sama, jika m < n, maka volume maksimum
prisma dengan alas segi-m beraturan lebih kecil dari volumemak-
simum prisma dengan alas segi-n beraturan. Kedua, di antara li-
mas dengan alas segi-n beraturan dan segi-m beraturan dengan
luas permukaan kedua bangun sama, jika m < n, maka volume
maksimum limas dengan alas segi-m beraturan lebih kecil dari vo-
lume maksimum limas dengan alas segi-n beraturan. Ketiga, di
antara prisma dengan alas segi-n beraturan dan tabung, dengan
luas permukaan kedua bangun sama, volume maksimum prisma
segi-n beraturan selalu lebih kecil dari volume maksimum tabung
dan volume maksimum prisma segi-n beraturan akan konvergen
ke volume maksimum tabung. Keempat, di antara limas dengan
alas segi-n beraturan dan kerucut, dengan luas permukaan kedua
bangun sama, volumemaksimum limas segi-n beraturan selalu le-
bih kecil dari volume maksimum kerucut dan volume maksimum
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limas segi-n beraturan akan konvergen ke volume maksimum ke-
rucut. Kelima, urutan volume maksimum bangun ruang jika luas
permukaan yang sama dari yang terkecil ke yang terbesar adalah
limas dengan alas segitiga sama sisi, limas dengan alas persegi,
prisma dengan alas segitiga sama sisi, limas dengan alas segi-n
beraturan (n ≥ 5), kerucut, prisma dengan alas persegi, prisma
dengan alas segi-n beraturan (n ≥ 5), tabung, dan bola.
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