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Dimensi Partisi Graf Hasil Amalgamasi Sisi Graf Roda dengan
Graf Bintang

Ahmad Syukur Daming1,∗ dan Yuliani1

1Program Studi Matematika, Universitas Cokroaminoto Palopo, Palopo, Indonesia

ABSTRAK. Penelitian ini membahas tentang analisis dimensi partisi dari graf hasil amalgamasi sisi antara graf
roda Wn dan graf bintang Sm, di mana dimensi partisi merupakan parameter penting dalam teori graf yang ber-
fungsi untuk mengukur jumlah minimum partisi yang dapat membedakan setiap pasangan simpul melalui himpun-
an titik pendukung. Proses amalgamasi dilakukan dengan menggabungkan satu sisi dari graf roda dan satu sisi
dari graf bintang, sehingga membentuk graf baru. Penelitian ini menggunakan pendekatan teoritis dan algori-
tmik untuk menghitung dimensi partisi dari graf hasil amalgamasi tersebut, dengan fokus pada pengaruh jumlah
simpul pada kedua graf penyusunnya terhadap perubahan dimensi partisi. Hasil penelitian menunjukkan bahwa
pd (amals (Wn, Sm ; v1 v2, u0u1))= 3 jika 4 ≤ n ≤ 7 danm = 3, dan 4 jika n= 3 dan 3≤m≤4, sedangkan
jika n≥8 dan 3≤m≤

⌊
n
2

⌋
, maka diperoleh

⌊
n
2

⌋
.

ABSTRACT. This study discusses the analysis of the partition dimension of the graph resulting from the edge amal-
gamation between the wheel graph Wn and the star graph Sm, where the partition dimension is an important
parameter in graph theory that serves to measure the minimum number of partitions required to distinguish every
pair of vertices through a set of supporting vertices. The amalgamation process is carried out by merging one edge
of the wheel graph with one edge of the star graph, thus forming a new graph. This research employs theoretical
and algorithmic approaches to calculate the partition dimension of the resulting amalgamated graph, focusing on the
influence of the number of vertices in both constituent graphs on the changes in the partition dimension. The results
show that pd (amals (Wn, Sm ; v1 v2, u0u1)) = 3 when 4 ≤ n ≤ 7 and m = 3, and 4 when n = 3 dan
3 ≤ m ≤ 4, whereas if n ≥ 8 and 3 ≤ m ≤

⌊
n
2

⌋
, then

⌊
n
2

⌋
is obtained.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of EULER: Department of Mathematics, Uni-
versitas Negeri Gorontalo, Jln. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan
Teori graf merupakan salah satu cabang matematika diskret

yang mempelajari hubungan antar objek yang dinyatakan melalui
simpul (vertex) dan sisi (edge). Dalam representasi graf, objek-
objek ini saling berhubungan secara struktural dan dapat di-
modelkan untuk berbagai keperluan, seperti jaringan komputer,
analisis hubungan sosial, hingga pemodelan sirkuit listrik. Seca-
ra formal, sebuah graf adalah pasangan himpunan terurut (V,E),
dan ditulis dengan notasiG = (V,E), dengan V adalah himpun-
an tidak kosong yang anggotanya disebut titik danE adalah him-
punan pasangan–pasangan tidak terurut dari anggota V yang di-
sebut sisi [1]. Salah satu konsep yang menjadi fokus dalam teori
graf adalah bagaimana kita dapat memisahkan dan menganalisis
struktur graf melalui pembagian atau partisi simpul-simpulnya.

Dimensi partisi graf adalah salah satu konsep yang pen-
ting dalam analisis graf. Dimensi partisi pertama kali diperke-
nalkan oleh Chartrand dkk pada tahun 1998 [2]. Mereka menge-
lompokkan semua titik di G ke dalam sejumlah kelas partisi dan
menentukan jarak setiap titik terhadap setiap kelas partisi terse-
but. Misalkan terdapat sebuah graf terhubung G dengan V (G)
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adalah himpunan titik- titiknya, S ⊆V (G) dan v∈V (G). Jarak
antara v dengan S yang dinotasikan d(v, S) didefinisikan seba-
gai d (v, S)= min{d(v, x)|x∈S}. Misalkan terdapat sebuah graf
terhubung G dan k buah partisi Π= S1, S2,. . .,Sk dari V (G)
dan v∈V (G). Koordinat v terhadap Π didefinisikan sebagai
r (v | Π)= (d (v, S1) , d (v, S2) ,. . .,d (v, Sk) ). Jika untuk setiap
dua titik berbeda u, v∈V (G) berlaku r(u|Π) ̸=r(v|Π), maka Π
disebut k-partisi pembeda dari V (G). Nilai minimum k agar ter-
dapat k-partisi pembeda dari V (G) adalah dimensi partisi (par-
tition dimension) dari G atau sering dinotasikan dengan pd(G)
[1].

Hingga saat ini teori graf sebagai bagian dari matemati-
ka diskrit telah mengalami perluasan materi, salah satu sifat
penting dari graf adalah dimensi partisi [3]. Salah satu ope-
rasi pada graf yang sering digunakan adalah amalgamasi, ba-
ik pada titik maupun sisi [4, 5]. Operasi ini dapat digunakan
untuk menghasilkan graf baru dengan sifat-sifat yang berbeda
dari graf aslinya. Misalkan G1 dan G2 adalah dua graf terhu-
bung. Amalgamasi titik dari grafG1 dan grafG2 dengan mengga-
bungkan titik u∈E(G1) dan titik v∈E(G2), dinotasikan dengan
amalt(G1, G2;u, v). Amalgamasi sisi dari graf G1 dan graf G2
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dengan menggabungkan sisi v1v2∈E(G1) dan sisi u0u1∈E(G2),
dinotasikan dengan amals(G1, G2;v1v2, u0u1) [2]. Dalam peneli-
tian ini, kita akan berfokus pada amalgamasi sisi antara dua graf
yang berbeda, yaitu graf roda dan graf bintang. Kedua graf ini
memiliki struktur yang unik, di mana graf roda terdiri dari simpul
pusat yang terhubung dengan simpul-simpul lainnya membentuk
roda, sementara graf bintang memiliki simpul pusat yang meng-
hubungkan seluruh simpul lainnya tanpa membentuk siklus.

Penelitian sebelumnya telah banyak membahas mengenai
operasi amalgamasi pada berbagai jenis graf, baik dalam konteks
aplikasi praktis maupun analisis teoritis. Penelitian tentang di-
mensi partisi graf telah dilakukan untuk beberapa jenis graf khu-
sus seperti graf lengkap [6], graf siklus [7], graf lintasan [8], graf
bintang [9], dan graf roda [10]. Selain itu terdapat juga penelitian
dimensi partisi graf hasil dari operasi graf seperti comb [11], kar-
tesian [12], dan amalgamasi [1]. Hanif [13] telah menemukan di-
mensi partisi dari graf lolipop dan graf jahangir diperumum. Liza
[14] menemukan dimensi partisi dari graf persahabatan. Daming
[1] telah meneliti tentang dimensi partisi graf hasil amalgamasi
siklus berorde sama dan Hasmawati [15] telah meneliti dimensi
partisi graf kincir angin belanda untuk siklus orde besar. Asmiati
[16] telah meneliti tentang dimensi partisi graf malgamasi bin-
tang yang dihubungkan suatu lintasan. Faisal [11] menemukan
dimensi partisi graf hasil operasi comb graf lingkaran dan graf lin-
tasan. Khairiah, dkk. [17] menemukan dimensi partisi dari graf
sisir. Haspika [18] menemukan dimensi partisi pada graf grid.
Rumahorbo, dkk. [19] menemukan dimensi partisi pada graf pa-
yung. Anggriani [20] juga telah menentukan dimensi partisi pada
graf sunlet dan amalgamasi graf sunlet. Namun, penelitian terse-
but masih terbatas dan belum ada hasil penelitian yang menyajik-
an dimensi partisi hasil operasi amalgamasi sisi terhadap dua graf
yang berbeda, seperti antara graf roda (Wn) dengan graf bintang
(Sm).

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menganalisis dan
menentukan dimensi partisi dari graf hasil amalgamasi sisi anta-
ra graf roda dan graf bintang. Berbeda dengan penelitian sebe-
lumnya, dalam artikel secara khusus tidak hanya melihat satu graf
atau operasi graf dengan dua graf yang sama terutama dimensi
partisi seperti graf roda (Wn) dengan graf bintang (Sm) dengan
menggunakan operasi amalgamasi sisi. Dengan melakukan pene-
litian ini, diharapkan dapat ditemukan pola atau sifat-sifat khusus
dari graf hasil amalgamasi tersebut, serta kontribusi yang signi-
fikan dalam pengembangan teori graf, khususnya dalam konteks
dimensi partisi dan operasi amalgamasi.

2. Metode

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah meto-
de deduktif, di mana prinsip-prinsip pembuktian deduktif dalam
logika matematika diterapkan untuk menghasilkan dan membuk-
tikan teorema baru. Langkah-langkah yang dilakukan meliputi
konstruksi graf hasil amalgamasi sisi antara graf roda dan graf
bintang, kemudian menghitung dimensi partisi graf hasil amalga-
masi tersebut. Perhitungan dilakukan dengan menganalisis jarak
antar simpul dan mempartisi simpul berdasarkan jarak uniknya.
Hasil dari perhitungan ini dibandingkan dengan dimensi partisi
graf roda dan graf bintang sebelum amalgamasi untuk mengiden-
tifikasi perubahan struktural. Teorema terkait dimensi partisi pa-
da graf hasil amalgamasi kemudian dirumuskan dan dibuktikan

secara deduktif.
Dalam penentuan dimensi partisi untuk graf hasil amalga-

masi titik antara graf roda (Wn) dengan graf bintang (Sm) diper-
lukan beberapa sifat seperti yang disajikan pada lemma, dan pro-
posisi berikut.

Lemma 1. Diberikan G graf terhubung dengan partisi pembeda
Π dari V (G), untuk u, v∈V (G), jika d(u,w) = d(v, w) untuk
setiapw∈V (G) −{u, v}, makau dan vmerupakan elemen yang
berbeda dari Π.

Proposisi 1. [7] DiberikanG graf terhubung dengan order n≥2,
maka pd(G) = 2 jika dan hanya jika G=Pn.

Lemma 1 dan Proposisi 1 akan digunakan untuk pembuk-
tian teorema terutama dalam menentukan batas bawah dari di-
mensi partisi graf amals(Wn, Sm ; v1 v2, u0 u1).

3. Hasil dan Pembahasan
Graf yang dihasilkan dari amalgamasi sisi an-

tara graf roda dan graf bintang disimbolkan dengan
amals(Wn, Sm ; v1 v2, u0 u1) adalah graf yang dipero-
leh dengan menggabungkan sisi v1v2∈ V (Wn) dan titik-titik
u0u1∈ V (Sm) menjadi satu sisi ab, di mana ab adalah sisi umum
dari graf Wn dan Sm.

Graf hasil amalgamasi sisi amals(Wn, Sm ; v1 v2, u0 u1)
adalah graf G(V,E) dengan

V (amals(Wn, Sm; v1 v2, u0 u1) ) = {a, b, v0, vi|3≤i≤n}∪
{uj | 2 ≤ j ≤ m} ,

sedangkan sisi amals(Wn, Sm; v1 v2, u0 u1) didefinisikan de-
ngan

E (amals(Wn, Sm; v1 v2, u0 u1)) = {v0a, v0b, v0vi |3≤i≤n}∪
{ab, vivi+1, avn|3≤i≤n− 1}
∪ {auj |2≤j≤} ,

Jumlah titik dan sisi masing–masing adalah
|amals(Wn, Sm; v1 v2, u0 u1)| = n + m dan
|amals(Wn, Sm ; v1 v2, u0 u1)|= 2n+m− 1.

3.1. Dimensi Partisi Graf amals(Wn, Sm ; v1 v2, u0 u1) jika
4 ≤ n ≤ 7 dan m = 3

Pada teorema berikut diberikan dimensi partisi graf
amals(Wn, Sm ; v1 v2, u0 u1) jika 4 ≤ n ≤ 7 dan m = 3.

Teorema 1. Jika 4 ≤ n ≤ 7 dan m = 3 maka
pd (amals(Wn, Sm; v1 v2, u0 u1)) = 3.

Bukti. Untuk batas atas pd (amals(Wn, Sm; v1 v2, u0 u1)) un-
tuk 4 ≤ n ≤ 7 dan m = 3 dapat dipero-
leh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π1 pada graf
amals(Wn, Sm; v1 v2, u0 u1). Misalkan ambil partisi pembeda
Π1 = {S1, S2, S3} sedemikian sehingga:

S1 = {a, b, v0, u2, vi|i = 3, n ≥ 5} ,

EULER | J. Ilm. Mat. Sains dan Teknol. Volume 12 | Issue 2 | Dec 2024
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S2 = {vi|i = n− 1 atau (i = 4, 5 jika n ≥ 6)} ,
S3 = {vi, u3|i = n atau (i = 6, 7 jika n = 7)} .

Selanjutnya dilakukan representasi semua
V (amals(Wn, Sm ; v1 v2, u0 u1) ) terhadap Π1 sebagai
berikut:

r (a|Π) = (0, 2, 1)

r (b|Π) = (0, 1, 2) untuk n = 4 dan (0, 2, 2, ) untuk n ≥ 5

r (v0|Π) = (0, 1, 1)

r (u2|Π) = (0, 3, 2)

r (v3|Π) =
{

(1, 0, 1) jika n = 4
(0, 1, 2) jika n ≥ 5

r (v4|Π) =


(1, 1, 0) jika n = 4
(1, 0, 1) jika n = 5
(1, 0, 2) jika n ≥ 6

r (v5|Π) =
{

(1, 1, 0) jika n = 5
(1, 0, 1) jika n ≥ 6

r (v6|Π) =
{

(1, 1, 0) jika n = 6
(1, 2, 0) jika n = 7

r (v7|Π) = (1, 1, 0)

r (u3|Π) = (1, 3, 0) .

Terlihat dari hasil observasi bahwa ∀ V ∈
amals(Wn, Sm ; v1 v2, u0 u1) memiliki refresentasi yang
berbeda terhadap Π1 sehingga Π1 merupakan partisi pembeda
dengan |Π1|= 3. Jadi, pd(amals (Wn, Sm ; v1 v2, u0 u1))≤3.
Untuk menentukan batas bawah, berdasarkan Proposisi 1 bahwa
graf dengan pd (G) = 2 jika dan hanya G = Pn sehingga
dapat dipastikan bahwa pd(amals(Wn, Sm ; v1 v2, u0 u1))≥3.
Jadi pd (amals(Wn, Sm ; v1 v2, u0 u1))= 3, jika 4 ≤ n ≤
7 dan m = 3.

Gambar 1. Graf amals (W7, S3 ;v1v2, u0u1) dengan
|Π|= 3

Gambar 1 menunjukkan graf hasil amalgamasi sisi antara
graf roda W7 dan graf bintang S3. Pada graf ini, terdapat si-
si ab yang merupakan gabungan dari sisi v1v2∈W7 dengan sisi
u0u1∈S3. Graf ini memiliki partisi pembeda Π dengan kardinali-
tas 3, yang menunjukkan bahwa terdapat tiga kelas dalam partisi
yang dapat membedakan representasi setiap titik, sehingga di-
mensi partisi Graf amals (W7, S3 ;v1v2, u0u1) = 3.

Selanjutnya, diberikan teorema untuk menunjukkan di-
mensi partisi graf amals(Wn, Sm ;v1 v2, u0u1) jika n =
3 dan 3 ≤ m ≤ 4.

Teorema 2. Jika n = 3 dan 3 ≤ m ≤ 4 maka
pd (amals(Wn, Sm ; v1v2, u0u1)) = 4.

Bukti. Untuk batas atas pd (amals(Wn, Sm ; v1v2, u0u1)) un-
tuk n = 3 dan 3 ≤ m ≤ 4 dapat dipero-
leh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Π2 pada graf
amals(Wn, Sm ; v1v2, u0u1). Misalkan ambil partisi pembeda
Π2={S1, S2, S3} sedemikian sehingga

S1 = {a, v0, u2} ,
S2 = {b, u3} untuk m ≥ 4, dan S2 = {b} untuk m = 3,

S3 = {v3, um−1} untuk m = 5,

S3 = (v3) , untuk m = 3 untukm = 4,

S4 = {um} .

Selanjutnya diberikan representasi semua
V (amals(Wn, Sm ; v1v2, u0u1)) terhadap Π2 sebagai berikut:

r (a|Π) = (0, 1, 1, 1) ,

r (v0|Π) = (0, 1, 1, 2) ,

r (u2|Π) = (0, 2, 2, 2) ,

r (b|Π) = (1, 0, 1, 2) ,

r (u3|Π) =

{
(1, 2, 2, 0) , jika m = 3
(1, 0, 2, 2) , jika m ≥ 4,

r (v3|Π) = (1, 1, 0, 2) ,

r (u4|Π) =

{
(1, 2, 2, 0) , jika m = 4
(1, 2, 0, 2) , jika m = 5,

r (u5|Π) = (1, 2, 2, 0) untuk m = 5.

Terlihat dari hasil observasi bahwa ∀V ∈
amals(Wn, Sm; v1v2, u0u1), terdapat refresentasi yang berbeda
terhadap Π2 sehingga Π2 merupakan partisi pembeda dengan
|Π2|= 4. Jadi, pd(amals (Wn, Sm ; v1v2, u0u1))≤4.

Selanjutnya, ditentukan batas bawah dari
pd(amals(Wn, Sm ; v1v2, u0u1)). Misalkan suatu partisi
pembeda dari amals (Wn, Sm ;v1v2, u0u1) dengan |Π2|= 3
maka terdapat sedikitnya dua titik dengan representasi yang
sama. Misalkan, ambil Π2={S1, S2, S3} dengan

S1 = {a, v0, u2} ,
S2 = {b, u3} untuk m ≥ 4, dan S2 = {b} untuk m = 3,

S3 = {v3, um−1, um} untuk m = 5, dan

S3 = {v3, um} untuk m = 3 dan m = 4.

Dengan demikian, titik a,v0∈S1 memiliki jarak yang sama
terhadap kelas partisi S2 dan S3 yaitu d (a, S2) = d (v0, S2) = 1
dan d (a, S3) = d (v0, S3) = 1, sehingga terdapat sedikitnya dua
titik dengan representasi yang sama, yaitu r(a | Π) = r(v0 |
Π) = (1, 1, 0) dikarenakan titik a dan v0 berada dalam kelas par-
tisi yang sama. Berdasarkan Lemma 1, titik a dan v0 harus ber-
ada dalam kelas partisi yang berbeda. Jadi Π2 dengan |Π2|= 3
bukan merupakan partisi pembeda. Oleh karena itu, dapat di-
kata kan batas bawah pd(amals (Wn, Sm ; v1v2, u0u1))≥4, se-
hingga berdasarkan batas atas dan batas bawah diperoleh bahwa
pd(amals (Wn, Sm ; v1v2, u0u1))= 4, jika n = 3 dan 3 ≤ m ≤
4.
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A. S. Daming dan Y. Yuliani – Dimensi Partisi Graf Hasil Amalgamasi Sisi Graf Roda dengan Graf Bintang … 142

Gambar 2. Graf amals (W3, S5 ; v1v2, u0u1) dengan
|Π|= 4

Gambar 2 menunjukkan amals (W3, S5 ;v1v2, u0u1). Pa-
da graf ini, terdapat sisi ab yang merupakan gabungan dari si-
si v1v2∈W3 dengan sisi u0u1∈S5. Graf ini memiliki parti-
si pembeda Π dengan kardinalitas 4, yang menunjukkan bah-
wa terdapat empat kelas dalam partisi yang dapat membe-
dakan representasi setiap titik. Sehingga dimensi partisi Graf
amals (W3, S5 ;v1v2, u0u1) = 4.

3.2. Dimensi Partisi Graf amals(Wn, Sm ; v1v2, u0u1) Jika
n ≥ 8 dan 3 ≤ m ≤

⌊
n
2

⌋
Dimensi partisi graf amals(Wn, Sm ;v1v2, u0u1) jika n ≥

8 dan 3 ≤ m ≤
⌊
n
2

⌋
dinyatakan pada Teorema 3 berikut.

Teorema 3. Jika n ≥ 8 dan 3 ≤ m ≤
⌊
n
2

⌋
maka

pd (amals(Wn, Sm ; v1v2, u0u1)) =
⌊
n
2

⌋
.

Bukti. Untuk batas atas pd (amals (Wn, Sm; v1v2, u0u1)) untuk
n ≥ 8 dan 3 ≤ m ≤

⌊
n
2

⌋
dapat diperoleh dengan mengkonstruk-

si partisi pembeda Π3 pada graf amals(Wn, Sm; v1v2, u0u1).

Misalkan ambil partisi pembeda Π3 =
{
S1, S2, S3, . . . , S⌊n

2 ⌋
}

sedemikian sehingga

S1 = {a, b, v0, v3, u2} ,
S2 = {v4, v5} ,
S3 = {v6, v7, u3} ,

...

S⌊n
2 ⌋−1 =

{
v2(⌊n

2 ⌋−1), u3

}
∪
{
v2(⌊n

2 ⌋−1)+1

}
∪
{
u ⌊n

2 ⌋−1

}
,

jikan ≥ 8 dan 4 ≤ m ≤
⌊n
2

⌋
,

S⌊n
2 ⌋ =

{
v2⌊n

2 ⌋, u3

}
∪
{
v2⌊n

2 ⌋+1

}
∪
{
u⌊n

2 ⌋
}
,

jika n ≥ 8 dan 4 ≤ m ≤
⌊n
2

⌋
.

Selanjutnya dilakukan representasi semua
V (amals(Wn, Sm ; v1v2, u0u1)) terhadap Π3 sebagai berikut:

r (a|Π3) =

0, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−2

, 1



r (b|Π3) =

0, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−2

, 2



r (v0|Π3) =

0, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−2

, 1



r (v3|�3) =

0, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−2



r (u2|Π3) =

0, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−m−1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−m−2

, 2



r (v4|Π3) =

1, 0, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−2



r (v5|Π3) =

1, 0, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−3



r (v6|Π3) =

1, 1, 0, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−3



r (v7|Π3) =

1, 2, 0, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−4



r (u3|Π3) =

1, 3, 0, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−m−1

, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−m−2

, 2


...

r (um|Π3) =

1, 3, . . . , 3︸ ︷︷ ︸
m−⌊n

2 ⌋+3

, 0, 2, .., 2︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−m



r (vi|Π3) =



1, 2, ..2︸︷︷︸, 1i−⌈ i−1
2 ⌉−3, 0, 2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

⌊n
2 ⌋−⌊ i

2⌋−1

,

jika i bilangan genap
1, 2, ..2︸︷︷︸

i−⌈ i−1
2 ⌉−3

, 2, 0, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
⌊n

2 ⌋−⌊ i
2⌋−1

,

jika i bilangan ganjil

Terlihat dari hasil observasi bahwa ∀V ∈
amals(Wn, Sm ; v1v2, u0u1) memiliki refresentasi yang berbe-
da terhadapΠ3 sehinggaΠ3 merupakan partisi pembeda dengan
|Π2|=

⌊
n
2

⌋
. Jadi, pd(amals (Wn, Sm ; v1v2, u0u1))≤

⌊
n
2

⌋
.
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Selanjutnya, ditentukan batas bawah dari
pd(amals(Wn, Sm ; v1v2, u0u1)). Misalkan suatu partisi
pembeda dari amals (Wn, Sm;v1v2, u0u1) dengan |Π2|= 3
maka terdapat sedikitnya dua titik dengan representasi yang
sama. Misalkan, ambil Π2={S1, S2, S3} dengan

S1 = {a, b, v0, v3, u2}
S2 = {v4, v5, v6, v7, u3}
S3 = {v8, v9} ∪ {u4} jika m ≥ 4,

...

S⌊n
2 ⌋−1 =

{
v2(⌊n

2 ⌋−1), u3

}
∪
{
v2(⌊n

2 ⌋−1)+1

}
∪
{
u⌊n

2 ⌋−1

}
,

jika n ≥ 8 dan 4 ≤ m ≤
⌊n
2

⌋
.

Dengan demikian, titik v5,v6∈S2 memiliki jarak yang sama
terhadap kelas partisi S1 dan S3, · · · , S⌊n

2 ⌋ yaitu d (v5, S1) =

d (v6, S1) = 1, d (v5, S3) = d (v6, S3) = 1 dan d
(
v5, S⌊n

2 ⌋
)
=

d
(
v6, S⌊n

2 ⌋
)

= 2, sehingga terdapat sedikitnya dua titik de-

ngan representasi yang sama, yaitu r(v5 | Π3) = r(v6 |
Π3) = (1, 0, 1, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸

⌊n/2⌋−3

) dikarenakan titik v5 dan v6 bera-

da dalam kelas partisi yang sama. Berdasarkan Lemma 1,
titik v5 dan v6 harus berada dalam kelas partisi yang ber-
beda. Jadi Π3 dengan |Π3| =

⌊
n
2

⌋
− 1 bukan merupak-

an partisi pembeda. Oleh karena itu, dapat dikatakan ba-
tas bawah pd(amals (Wn, Sm ; v1v2, u0u1))≥

⌊
n
2

⌋
− 1, sehing-

ga berdasarkan batas atas dan batas bawah diperoleh bahwa
pd(amals (Wn, Sm ; v1v2, u0u1))=

⌊
n
2

⌋
, jika n ≥ 8 dan 3 ≤

m ≤
⌊
n
2

⌋
.

Gambar 3. Graf amals (Wn, Sm ; v1v2, u0u1) jika n ≥
8 dan 3 ≤ m ≤

⌊
n
2

⌋
dengan |Π|=

⌊
n
2

⌋
Pada Gambar 3, ditunjukkan amals (W3, S5;v1v2, u0u1) ji-

ka jika n ≥ 8 dan 3 ≤ m ≤
⌊
n
2

⌋
dengan |Π|=

⌊
n
2

⌋
. Pada graf ini,

terdapat sisi ab yang merupakan gabungan dari sisi v1v2∈W3 de-
ngan sisi u0u1∈S5. Graf ini memiliki partisi pembeda Π dengan
kardinalitas

⌊
n
2

⌋
, yang menunjukkan bahwa terdapat

⌊
n
2

⌋
kelas

dalam partisi yang dapat membedakan representasi setiap titik.

4. Kesimpulan

Berdasarkan Teorema 1, Teorema 2 dan Teore-
ma 3, dapat disimpulkan bahwa dimensi partisi graf ha-
sil amalgamasi titik antara graf roda dengan graf bin-
tang adalah pd (amals (Wn, Sm ; v1 v2, u0u1))= 3 jika
4≤n≤7 dan m = 3, dan 4 jika n= 3 dan 3≤m≤4, sedangkan
jika n≥8 dan 3≤m≤

⌊
n
2

⌋
maka diperoleh

⌊
n
2

⌋
.
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