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1. Pendahuluan

ABSTRAK. Frambusia merupakan penyakit kulit yang ditandai dengan bintik-bintik merah yang dapat memburuk
Jika tidak segera ditangani. Penyakit ini disebabkan oleh bakteri Treponema Pallidum Pertenue. Gejala frambusia
memiliki lima tahapan yaitu tahap primer, tahap laten primer ke sekunder, tahap sekunder, tahap laten sekunder ke
tersier, dan tahap tersier. Model matematika menjadi salah satu solusi untuk menggambarkan patogenesis penyakit
frambusia. Dalam penelitian ini, populasi dibagi menjadi 5 sub-populasi yaitu sub-populasi yang rentan, Sub-populasi
yang terinfeksi namun belum bergejala, sub-populasi yang terinfeksi ditahap primer dan sekunder, sub-populasi yang
terinfeksi ditahap tersier, dan sub-populasi yang sembuh. Model matematika penyebaran penyakit frambusia ditulisk-
an ke dalam sistem persamaan diferensial nonlinear yang dianalisa kestabilannya di sekitar titik kritis. Dari sistem
persamaan diferensial tersebut, diperoleh dua titik kritis yang menggambarkan kondisi bebas penyakit dan kondisi
endemik. Dalam penelitian ini, kedua titik kritis tersebut dapat dijamin eksistensi dan kestabilannya. Selanjutnya,
simulasi numerik dilakukan dengan menggunakan data penyakit frambusia di Indonesia. Hasil simulasi menunjukk-
an penularan penyakit frambusia di Indonesia dapat dikendalikan dengan mengurangi kontak antara populasi yang
terinfeksi tahap primer-sekunder dan populasi yang rentan.

ABSTRACT. Yaws is a skin disease characterized by red spots that can worsen if not treated promptly. This disease
is caused by the bacteria Treponema Pallidum Pertenue. The symptoms of yaws have five stages, namely the primary
stage, primary to secondary latent stage, secondary stage, secondary to tertiary latent stage, and tertiary stage. A
mathematical model is one solution to describe the prognosis of yaws disease. Here, the population was divided into 5
sub-populations, namely susceptible sub-population, exposed sub-population, infected sub-population in the primary
and secondary stages, infected sub-population in the tertiary stage, and recovered sub-population. The mathematical
model of the spread of yaws disease is written as a system of nonlinear differential equations whose stability is analyzed
around the critical point. From the system of differential equations, two critical points are obtained which describe the
disease-free condition and the endemic condition. In this study, the existence and stability of both critical points can
be guaranteed. Furthermore, numerical simulations were conducted using yaws disease data in Indonesia. Simulation
results show that the transmission of yaws disease in Indonesia can be controlled by reducing contact between the
primary-secondary infected population and the susceptible population.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of EULER: Department of Mathematics, Uni-
versitas Negeri Gorontalo, Jin. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

sudah ada pada manusia sekitar 1,6 juta tahun yang lalu. Menu-

Frambusia masih menjadi masalah kesehatan masyarakat di
dunia. Frambusia dilaporkan terjadi setidaknya di 14 negara tro-
pis pada tahun 2012. Penyakit ini hanya menyerang manusia.
Pada tahun 1950-an dan 1960-an, Organisasi Kesehatan Dunia
(WHO) hampir berhasil memberantas frambusia. Namun, sejak
saat itu, jumlah kasus kembali meningkat, dan ada upaya baru
untuk memberantas penyakit ini secara global pada tahun 2020.
Berdasarkan perkiraan terakhir, pada tahun 1995 terdapat lebih
dari 500.000 orang yang terinfeksi. Meskipun salah satu catat-
an awal tentang penyakit ini ditulis oleh Willem Piso pada tahun
1679, bukti arkeologi menunjukkan bahwa frambusia mungkin
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rut laporan WHO tahun 2012, Indonesia merupakan satu-satunya
negara di Asia Tenggara yang melaporkan kasus aktif. Pada tahun
2014, Indonesia melaporkan 1.521 kasus. Selain itu, pada tahun
2012, survei serologi yang dilakukan di berbagai kabupaten di In-
donesia menemukan antara 20 hingga 120 kasus frambusia per
100.000 penduduk merupakan anak usia 1-15 tahun [1]. Penya-
kit ini umumnya menyerang populasi di daerah miskin, terpen-
cil, dan sulit diakses oleh layanan kesehatan. Tingkat kepadatan
penduduk yang tinggi, kurangnya akses terhadap air bersih, keti-
adaan fasilitas sanitasi, serta perilaku hidup yang kurang higienis
meningkatkan risiko penularan penyakit ini [2].

Frambusia merupakan penyakit infeksi nonvenereal yang
umumnya terdapat pada anak-anak usia sekolah yang disebabkan
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oleh bakteri Treponema pallidum subspecies pertenue (T.p.pertenue)
[3]. Penularan utama bakteri ini terjadi melalui kontak langsung
kulit dengan penderita yang memiliki luka. Gejala frambusia ter-
bagi dalam lima tahapan, yaitu tahap primer, laten primer ke se-
kunder, sekunder, laten sekunder ke tersier, dan tersier. Pada
tahap primer, penderita mengalami ruam kulit yang menyerupai
stroberi. Ruam ini dikenal sebagai mother yaw, berwarna kuning
dengan tepi merah yang mengelilinginya. Ruam tersebut biasa-
nya muncul di area kulit yang terinfeksi bakteri, terutama di ka-
ki. Ruam ini tidak menimbulkan rasa sakit, namun terasa gatal.
Umumnya, mother yaw akan hilang dengan sendirinya dalam wak-
tu 3-6 bulan. Pada tahap laten primer ke sekunder, tidak ada geja-
la yang dirasakan oleh penderita, namun bakteri masih ada di da-
lam tubuh. Tahap ini berlangsung sekitar 6-16 minggu dan masih
dapat menularkan infeksi meskipun tanpa gejala. Pada tahap se-
kunder, ruam kulit bisa muncul di berbagai bagian tubuh seperti
kaki, lengan, wajah, dan bokong. Penderita mungkin juga meng-
alami ruam yang menyakitkan di telapak kaki, menyebabkan ke-
sulitan berjalan dan perubahan gaya berjalan. Selain itu, tahap
ini dapat menyebabkan peradangan pada lapisan luar tulang (os-
teoperiostitis) dan pembengkakan jaringan di sekitar tulang jari
kaki, yang juga bisa menimbulkan nyeri. Tahap laten sekunder
ke tersier berlangsung selama 5-15 tahun, di mana penderita ti-
dak mengalami gejala dan tidak menularkan frambusia. Jika tidak
diobati, penyakit ini dapat berkembang ke tahap tersier, yang ha-
nya terjadi pada sekitar 10% dari penderita frambusia. Pada tahap
tersier, ruam kulit kembali muncul dan menyebabkan kerusakan
yang lebih parah pada kulit, tulang, dan sendi [1].

Beberapa penelitian terdahulu tentang pencegahan fram-
busia telah banyak dilakukan. Menurut Sudirman dkk [4] pe-
ngetahuan masyarakat tentang frambusia terutama dikalangan
bawah sangat rendah dibandingkan masyarakat kelas menengah
sampai atas. Hal ini didukung oleh penelitian Boedisusanto [5]
di Jayapura yang menyatakan bahwa orang tua yang tidak paham
tentang gejala, pengobatan dan pencegahan frambusia beresiko
2,17 kali menderita frambusia dibanding orang tua yang paham.
Menurut Tanaefeto, dkk. [6], pengetahuan, keyakinan, keterse-
diaan sumber daya, dan dukungan dari keluarga serta tokoh ma-
syarakat mempengaruhi perilaku pencegahan frambusia. Menu-
rut Destra, dkk. [7] salah satu upaya penting dalam pencegahan
frambusia adalah dengan melakukan deteksi dini (skrining awal)
penyakit frambusia. Skrining dilakukan untuk mencegah penular-
an frambusia antar manusia sehingga penyebaran penyakit fram-
busia dapat ditekan [4].

Model matematika merupakan instrumen yang mampu
menganalisa perilaku dan dinamika penyebaran penyakit me-
nular serta menentukan langkah-langkah pengendalian yang te-
pat. Beberapa model epidemi SIR (Susceptible-Infected-Recovered)
telah dikembangkan untuk memahami dan memprediksi per-
kembangan penyakit, seperti model SEITR (Susceptible-Exposed-
Infected-Treatment-Recovered) dalam menganalisis penyebaran pe-
nyakit cacar air [8] dan model SEIR (Susceptible-Exposed-Infected-
Recovered) dalam menganalisis penyebaran penyakit campak [9].
Namun, belum banyak model matematika yang mengkaji penye-
baran penyakit frambusia. Azzahra [10] telah membahas model
matematika transmisi penyakit frambusia melalui kontak antar
individu berlesi dan lalat sebagai vektor pembawa. Penelitian
tersebut menggunakan model Host-Vector SEI-SI, dengan kompar-

temen Infected terdiri atas lima stadium berdasarkan tahapan pe-
nyakit frambusia. Model epidemi SEIR dengan mempertimbangk-
an kompartemen bagi individu yang memiliki bekas luka, baik
sementara maupun permanen, juga telah diperkenalkan oleh Al-
hassan, dkk. [11]. Penelitian selanjutnya, Mushayabasa, dkk. [12]
menggunakan model markov untuk mengkaji efektivitas strategi
dan intervensi dalam program eradikasi frambusia.

Pada penelitian ini, model matematika epidemi SEIR
(Susceptible-Exposed-Infected-Recovered) dikonstruksi berdasarkan
perkembangan penyakit (patogenesis) frambusia. Populasi manu-
sia dikelompokkan ke dalam lima sub-populasi berdasarkan pa-
togenesis penyakit, di mana sub-populasi terinfeksi tahap primer
dan tahap sekunder dikelompokkan ke dalam satu kompartemen.
Sedangkan sub-populasi yang terinfeksi tahap tersier dikaji ter-
sendiri ke dalam sebuah kompartemen, karena tahap ini terja-
di cukup lama yaitu mencapai 5-15 tahun. Selanjutnya, simulasi
dilakukan dengan menggunakan data kejadian frambusia di In-
donesia untuk memprediksi perilaku penyakit ini di masa men-
datang. Lebih lanjut, melalui simulasi ini diharapkan parameter
kunci yang mempengaruhi penyebaran penyakit frambusia di In-
donesia dapat diidentifikasi, sehingga strategi pengendalian yang
lebih efektif dapat diterapkan untuk menekan laju penyebaran-
nya.

2. Metode

Pada penelitian ini, model matematika epidemi direpresen-
tasikan ke dalam bentuk sistem persamaan diferensial tak linear.
Kemudian, dilakukan linearisasi dengan meninjau sistem dalam
keadaan stagnan untuk memperoleh titik kritisnya. Selanjutnya
akan dibentuk matriks Jacobian dari sistem persamaan diferensi-
al tersebut. Misalkan,

ds
dI
a :9(57])

Matriks Jacobian dari sistem dapat dicari dengan menggunakan
rumus berikut ini [13].

df - df
=% 7]

i
Kemudian matriks Jacobian akan dievaluasi di setiap titik kritis-
nya serta dibangun persamaan karakteristik det (J — ) =0
yang bersesuaian dengan titik kritisnya. Terakhir, analisis kesta-
bilan dilakukan di sekitar titik kritis dengan meninjau semua nilai

eigen (\) dari persamaan karakteristik det (J — AI) =0 [14].

Kriteria Routh Hurwitz digunakan ketika persamaan karak-

teristik sulit untuk ditentukan nilai eigennya [15]. Misalkan dibe-
rikan persamaan karakteristik berorde n yaitu

an A" + @ A" a2 A2 4 ard +ag = 0.

Nilai dari by, cg, di untuk & € N dapat dicari dengan ru-
mus sebagai berikut.

An—1n—2k — QpQp_(2k4+1)

b, =

Gp—1
blan7(2k+1) - an—lkarl
C = b
1
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Tabel 1. Kriteria kestabilan titik kritis berdasarkan tanda ni-

lai eigennya

No. Nilai eigen Kestabilan Jenis

1 Ai, Aj >0 Tidak stabil Node / Simpul
2 Ai, Aj <0 Stabil Asimtotik  Node / Simpul
3 M>0> ) Tidak Stabil Saddle / Pelana
4 M=X>0 Tidak stabil Node / Simpul
5 X=X <0 Stabil Asimtotik  Node / Simpul
6  Ai,\; €C,Re (i, \j) <0 Stabil Asimtotik  Spiral

7 i, A\; €C, Re(N\i, \j) >0 Tidak stabil Spiral

8 i, A; €C, Re (X, A\;) =0  Stabil Terpusat

Tabel 2. Tabel kriteria routh-hurwitz

A" Koefisien

)\k an Ap—2 An—4
Nl an 1 ane3z  an—s
Nem2 oy by b3
AkiB c1 c2 c3
P ds

da

c1bpy1 — bickyy
dp = ——M——=.
C1

Titik kritis dikatakan stabil apabila pada kolom pertama
(an, an-1, b1, c1, d1, ...) tidak mengalami perubahan tanda
atau dengan kata semua nilainya bertanda positif semua atau ne-
gatif semua [15].

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Model Matematika

Dalam membangun model, populasi dibagi menjadi lima
sub-populasi, yaitu S merupakan populasi yang rentan, £ me-
rupakan populasi yang belum bergejala (Exposed), I, merupak-
an populasi yang sakit/terinfeksi di tahap primer dan sekun-
der, I; merupakan populasi yang merupakan populasi yang sa-
kit/terinfeksi di tahap tersier, dan R merupakan populasi yang
sembuh. Populasi S akan bertambah karena kelahiran alami se-
besar ¢ dan kesembuhan sebesar pR. Selain itu, populasi .S
akan berkurang karena kematian alami sebesar ;S dan karena
transimisi akibat berinteraksi dengan populasi I,,; dan I; sebe-
sar aS1,s + 8S1;. Populasi E akan bertambah karena populasi
S yang terinfeksi sebesar aSI,; + 5SI; dan berkurang karena
infeksinya berlanjut ke tahap primer sebesar wF serta berkurang
karena kematian alami sebesar /. Populasi I, akan bertam-
bah karena populasi E yang telah melewati masa inkubasi men-
jadi populasi I, sebesar wE dan berkurang karena transisi ke
populasi I; sebesar (1 — P)vI,s serta transisi ke populasi sem-
buh sebesar PvI,,. Selain itu, populasi I,; berkurang karena
kematian alami sebesar j11,,;. Selanjutnya populasi I; akan ber-
tambah karena populasi I, yang bertransisi sebesar (1 — P)yI;
dan berkurang karena bertransisi menjadi populasi yang sembuh
(R) sebesar §I; serta berkurang karena kematian akibat penyakit
sebesar yuI;. Populasi R akan bertambah karena populasi I,
yang sembuh sebesar PvI,, dan karena populasi I; yang sem-
buh sebesar 01;. Populasi R juga akan berkurang karena menjadi
populasi yang rentan kembali sebesar pR dan karena kematian
alami sebesar pR. Penyebaran penyakit frambusia berdasarkan

patogenesis penyakit ini dapat digambarkan ke dalam diagram
kompartemen pada Gambar 1.

Hiele

LA

aShys + BSI WE

us HE J

PR

uR

Gambar 1. Diagram kompartemen penyebaran penyakit
frambusia

Keterangan setiap parameter pada Gambar 1 disajikan pa-
da Tabel 3. Berdasarkan diagram kompartemen pada Gambar 1,
dapat dibentuk sistem persamaan diferensial pada Pers. (1).

s
i ¢+ pR—aSI,s — BSIL; — S,
dE
E = OKSIps + BSIt —wk — /,[,E,
dl,,
dt ZWE_PVII)S_(I_P)’}Jps—/tlpsv (1
dr
dftt = (1= P)ylps — 01t — pxls,
dR

3.2. Eksistensi Titik Kritis

Titik-titik kritis diperoleh dari Sistem (1) yang memenuhi

ds
di

dE
dt

dl
dt

dl,
dt

=0, =0, =0, (2)
sehingga dapat diperoleh dua titik kritis, yaitu titik kritis bebas

penyakit dan titik kritis endemik.

3.2.1. Titik Kritis Bebas Penyakit dan Bilangan Reproduksi
Dasar

Berdasarkan kondisi pada Pers. (2) diperoleh titik kritis be-
bas penyakit yaitu zg = (S, E, Is, I, R) = (%, 0,0,0, 0) yang
dijamin eksistensinya tanpa syarat karena bernilai tak negatif. Se-
lanjutnya, titik kritis bebas penyakit ini digunakan untuk meng-
konstruksi bilangan reproduksi dasar (Rg).

Besaran R didefinisikan sebagai jumlah perkiraan dari ka-
sus sekunder yang dihasilkan dari satu penderita yang memiliki
kemampuan untuk menularkan penyakitnya pada saat ia masuk
di populasi yang semuanya sehat [18, 19]. Nilai dari Ry mempu-
nyai nilai ambang satu. Jika Ry > 1 maka selama masa infeksi
telah dihasilkan lebih dari satu kasus sekunder yang dihasilkan
dari satu kasus primer. Sedangkan jika Ry < 1 merupakan ke-
balikannya, yaitu selama masa infeksi terjadi, tidak menghasilkan
kasus sekunder dari kasus primer tersebut [20, 21]. Dengan kata
lain, jika Ry > 1 maka titik kritis dikatakan tidak stabil, sedangk-
an jika Ry < 1 maka titik kritis stabil.
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Tabel 3. Keterangan parameter

No. Parameter Keterangan Nilai Sumber

1 %) Laju rekrutmen, dalam hal ini jumlah kelahiran di  0,08385753 [16]
Indonesia (dalam minggu)

2 1 Laju kematian alami (1/life time) (dalam minggu) 0,0002976 Asumsi

3 « Laju infeksi karena berinteraksi dengan populasi - Syarat kestabilan dan Ry
tahap primer dan sekunder (dalam minggu)

4 B8 Laju infeksi karena berinteraksi dengan populasi - Syarat kestabilan dan Ry
tahap tersier (dalam minggu)

5 w Laju perubahan populasi yang belum bergejala ke 0,26 (1]

populasi terinfeksi di tahap primer dan sekunder
(1/periode infeksi tahap exposed) (dalam minggu)
6 0% Laju perubahan populasi terinfeksi tahap pri- 0,03 (1]
mer dan sekunder menjadi tahap tersier/sembuh
(1/periode infeksi) (dalam minggu)

7 Ik Laju kematian karena frambusia di tahap tersier 0,002380 Asumsi
(dalam minggu)

8 1 Laju kesembuhan tahap tersier (1/periode tahap 0,0027 Asumsi
tersier) (dalam minggu)

9 p Laju perubahan populasi sembuh ke populasi 1 Asumsi
rentan (dalam minggu)

10 P Peluang sembuh 0,9 [17]

Pencarian nilai Ry dapat menggunakan metode next gene-  3.2.2. Titik Kritis Endemik

ration matrix [18]. Dari Sistem (1), terdapat 3 sub-populasi yang Berdasarkan kondisi pada Pers. (2), diperoleh titik kritis en-
terinfeksi, yaitu £, I,s, dan I;. Misalkan, demik, yaitu
r1 = (S*aE*,IpS*aIt*aR*)
dE _ zyz yz(p+p)M  z(p+p) M
E_f{staIpvataR)v - (w(PB'y—i—az)’ Nw ’ N 9
dl,s _
25 (S, B, I,s, I, R), 3) Py(p+p)M (64 (1— P)u)M
dt N ) N :
dl
g h(S,E, I,s, I, R). dengan
o= ptw, y=pt,
Dari sistem (3), dapat diperoleh matriks .J,;, yang dievaluasi “ = 0t
di titik kritis bebas penyakit x( sebagai beriku"fl.0 M= PPwp + awpz - payz, dan
N = (uayz + pryz + Pywpz — Pédywp — ywpz) (PP + az).
) Eksistensi dari titik kritis bebas penyakit dijamin tanpa sya-
% % % —z aS BS rat karena semua nilainya bernilai tak negatif. Pada titik kritis en-
Ty = ;L% dfllg ;Tg - w -y 0 demik, dengan mensubtitusiz = p+w, y=p+vy, 2 =090+
‘an  dh dn 0 Py —z ke N diperoleh N > 0, sehingga eksistensi titik kritis endemik
L B dlpe  dlL ] ) dijamin saat M/ > 0.
0 aS pS x 0 0
=10 O 0 - | —w Y 0 . T . .
0 0 0 0 Py - Teorema 1. Jika Ry > 1, maka titik kritis endemik eksis.
[0 2 827 [ 2 0 0]
T R .
~lo 0 0 I y 0 Bukti. Diketahui Ry > 1, maka
Lo o o] [0 =Py z] wcp(Pﬁw+az)>1
=F-V. UTYZ
PBywp + awpz > uxryz
Nilai V! diperoleh dengan rumus V! = ﬁadj (V). Nilai PBywy + awpz — pryz > 0
wtp(Pﬁ’Y+OéZ). M > 0.

eigen dari matriks FV =1 yaitu A\; » = 0 dan \3 = e

Nilai eigen terbesar merupakan bilangan reproduksi dasar, yaitu .
Kerena M > 0 maka (S* E* I,*,I,",R*)

Tyz yz(ptp)M  z2(ptp)M  Py(ptp)M  (6+(A—P)up)M
w(PBy+az)’ Nw ’ N ’ N ’ N

eksis.

[ |

Ro = wp(PBy + az) .

UTYZ
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3.3.  Analisis Kestabilan Lokal Titik Kritis

Kestabilan lokal titik kritis ditentukan dari semua nilai ei-
gen yang diperoleh dari det (J — AI) = 0 . Dari sistem (1), dipe-
roleh matriks Jacobian sebagai berikut:

Ju 0 —aS —BS P
J21 J22 as BS 0
J = 0 w —y—u 0 0 (4)
0 0 (1—-P)y —0—ug 0
0 0 Pry 1) —p—
dengan

Jin = *alps - Bl — M,

Jo1 = alps + B,

Jo2z = —w— [

Teorema 2. Jika Ry < 1, maka titik kritis bebas penyakit stabil
asimptotik lokal dengan syarat a1as > asag.

Bukti. Diketahui Ry < 1. Akan dibuktikan titik kritis bebas pe-
nyakit stabil asimtotik lokal dengan syarat a;as > asag. Matriks
jacobi pada Pers. (4) dievaluasi disekitar titik kritis bebas penya-
kit menghasilkan matriks jacobi untuk titik kritis bebas penyakit
sebagai berikut:

—H 0 n Ton P

0 —w—up E %P 0
Jo=1 0 w —y =i 0 0

0 0 (1-=P)y —0— g 0

0 0 Py § —p— U

Dari matriks jacobi (5), diperoleh persamaan karakteristik seba-
gai berikut.

A+ ) A4+ p) (a3A® + aosd? + a1 X +ag) =0,  (6)

dengan
a = M
az = plzt+y+z)
ar = pry+ prz 4 pyz — awe
ag = payz —wp(PBy+az).

Dari persamaan karakteristik (6), diperoleh dua nilai eigen nega-
tif, yaitu Ay = —p < 0, A2 = —p — p < 0. Tiga nilai eigen
lainnya yaitu A3, A4 dan A5 diperoleh dari persamaan:

a3)\3 + ag)\2 4+ a1 A+ ag =0.

Nilai eigen A3, A4 dan A5 akan ditentukan berdasarkan kriteria
kestabilai routh hurwitz pada Tabel 4.

Agar titik kritis stabil, maka kolom pertama pada Tabel 4
harus tidak mengalami pergantian tanda. Karena as > 0 dan
as > 0, maka kestabilan titik kritis bebas penyakit tercapai saat
% > 0 dan ay > 0. Karena diketahui Ry < 1, dengan
manipulasi aljabar diperoleh ay = pxyz — wp (PBy + az) >
0 sehingga kestabilan titik kritis bebas penyakit tercapai saat
W > 0. Karena as > 0, dengan manipulasi aljabar di-
peroleh ajas > asag. Dengan demikian, jika Ry < 1, maka

Tabel 4. Tabel routh-hurwitz titik kritis bebas penyakit

A" Koefisien
1 as al 0
2 az ao 0
3 ajagz—agag 0 0
ag
4 aop 0 0

titik kritis bebas penyakit stabil asimtotik lokal dengan syarat
a1as > aszag. O

Teorema 3. Jika Ry > 1, maka titik kritis endemik stabil asimp-
totik lokal dengan syarat bybs > by dan ¢, co, by > 0.

Bukti. Diketahui Ry > 1. Akan dibuktikan titik kritis endemik
stabil asimptotik lokal dengan syarat bybs > by dan ¢y, co, by >
0. Matriks jacobi pada Pers. (4) dievaluasi disekitar titik kritis
endemik menghasilkan matriks jacobi untuk titik kritis endemik
sebagai berikut:

Jii 0 —aS* —BS* p
Jo1 —w—p aS* BS* 0
J = 0 w -y — U 0 0 (7)
0 0 (1-=P)y —6— 0
0 0 Py é —p—
dengan
Jjin = _aIpS* - 5It* — M
j21 = O[Ips:k +Blt*

Dari matriks Jacobi (7), diperoleh persamaan karakteristik
sebagai berikut:

bsA® 4 by A 4 b3A3 + Do A2 + by A + by = 0. (8)
dengan

bs =1

ba=Is"a+L"8+2u+p+ax+y+2z

bs= (Ips"a+L"B) (u+p+ax+y+2)+Q2u+p) (z+y+=2)
+u2+up+xy+xz+yz

by = (Ips"a + It"B) (1 + p) (x +y + 2) + 2y + 22 + y2)
tu(+y+2)(ntp)+ (2y+22+y2) 20+ p)
+ayz — S*w(PBvy 4 2au + ap + az)

b= (Ips"a+ 1" B) (P — 1)ywp + zy2)
+ (s a+ 1" B+ p) (1 + p) (zy + 22 + y2)
+ (2u+ p) zyz — S*w (2PByu + PByp + ap®
+aup + 2auz + apz)

bo= (1= P)(Ips"a+ I;"B) ywpz + (p + p) (Ips" o + It" B) wyz
—w((Ips*a + I,* B) Povyp + PS*Byu® + PS*Byup
+ S*ap’z + S*aupz).

Nilai eigen dari Pers. (8) ditentukan menggunakan kriteria
Routh-Hurwitz pada Tabel 5,
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Tabel 5. Tabel routh-hurwitz titik kritis endemik

A" Koefisien
1 bs =1 b3 b1
2 b4 b2 bO
3 b4bg4—b2 b4b;4—bo 0
4 c1 bo 0
5 C2 0 0
6 bo 0 0
dengan
bab1 — by
=by — b =
C1 2 4 <b4b3 — by )
o = tabi=bo b (babs — by)*
by ba \ b2 (babz — b2) — by (babr —bo) )

Agar titik kritis stabil, maka kolom pertama Tabel 5 harus
tidak mengalami pergantian tanda. Jelas S* > 0 dan b5 > 0.
Karena diketahui Ry > 1, maka menurut Teorema 1, I,;* dan I;*
eksis sehingga b, > 0. Karena b4 > 0, maka haruslah bsb3 > b
dan c¢1,c,b9 > 0. Dengan demikian, jika Ry > 1, maka titik
kritis endemik stabil asimtotik lokal dengan syarat b,b3 > bs dan
c1,C2,bp > 0. O

3.4.  Simulasi Numerik

Simulasi numerik dilakukan untuk mendukung temuan ana-
litik dengan memanfaatkan nilai-nilai parameter pada Tabel 3. Pe-
nentuan nilai parameter a dan /3 dilakukan secara numerik berda-
sarkan syarat kestabilan. Nilai parameter pada Tabel 3 disubtitusi
ke Ry sehingga diperoleh persamaan linear dua variabel dalam «
dan 3. Pada titik kritis bebas penyakit, dipilih Ry = 0,5 se-
dangkan pada titik kritis endemik, dipilih Ry = 2. Diperoleh dua
persamaan linear dua variabel dalam « dan § yang menunjukkan
level set R seperti pada Gambar 2.

0.00004 4
0.00003 4

B 0.00002

0.00001+

000010 0.00015  0.00020

o

RO=2|

0 0.00005

[—Ro=05

Gambar 2. Level set Rg

Dari Gambar 2, titik-titik (v, 5) pada grafik berwarna biru
merupakan titik-titik yang memenubhi syarat kestabilan titik kritis
bebas penyakit. Sedangkan titik-titik («, 3) pada grafik berwar-
na kuning merupakan titik-titik yang memenubhi syarat kestabil-
an titik kritis endemik. Grafik pada Gambar 2 juga menunjukkan

bahwa nilai maksimal positif & dan 8 yang memenuhi kondisi be-
bas penyakit berturut turut adalah 5,3 x 107° dan 1,01 x 1075,
sedangkan nilai maksimal positif o dan 3 yang memenuhi kondi-
si endemik berturut turut adalah 2,15 x 10~* dan 4,05 x 10~%.
Selanjutnya, terlihat bahwa semakin o« mendekati nilai maksimal-
nya, maka $ mendekati nilai 0. Sebaliknya jika & mendekati 0,
maka § mendekati nilai maksimalnya. Dua skenario ditampilk-
an pada simulasi numerik untuk masing-masing titik kritis, yaitu
skenario @ < [ yang merepresentasikan kondisi infeksi akibat
populasi I, lebih kecil dari infeksi akibat populasi I; dan ske-
nario o >  yang merepresentasikan kondisi infeksi akibat po-
pulasi I, lebih besar dari infeksi akibat populasi I;. Simulasi
untuk kondisi bebas penyakit dapat dilihat pada Gambar 3 dan
Gambar 4.

200 400 600 800 1000
Sembuh Primer Sekunder — Tersier
— Rentan Exposed

Gambar 3. Simulasi bebas penyakit oo < 3

2

0 200 400 600 $00 1000
Sembuh Primer Sekunder — Tersier
Rentan Exposed

Gambar 4. Simulasi bebas penyakit o > 8

llustrasi pada Gambar 3 dan Gambar 4 menunjukkan bah-
wa, ketika ¢ — oo maka masing-masing sub-populasi akan me-
nuju titik kritis bebas penyakit. Simulasi ini diperoleh dengan
menggunakan nilai awal S (0) = 200, E(0) = 50, I,s
120, I; = 12 dan R = 108. Pada Gambar 3, nilai « dan /3 yang
digunakan berturut-turut adalah 6 x 10~% dan 8 x 1076, sedangk-
an pada Gambar 4, nilai « dan 8 yang digunakan berturut-turut
adalah 4 x 1075 dan 2 x 1075, Simulasi menunjukkan bahwa
populasi exposed mengalami penurunan. Hal ini disebabkan kare-
na populasi exposed yang susah dideteksi sehingga langsung ma-
suk ke populasi terinfeksi tahap primer dan sekunder. Populasi
sembuh juga mengalami penurunan pada kedua gambar tersebut
yang disebabkan populasi sembuh yang pindah ke populasi rent-
an dan kematian alami. Hasil simulasi juga menunjukan bahwa
populasi terinfeksi tahap primer dan sekunder mengalami penu-
runan disertai dengan peningkatan populasi terinfeksi tahap ter-
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sier. Ketika o < /3 pada Gambar 3, populasi terinfeksi tahap
primer dan sekunder menurun secara signifikan jika dibandingk-
an dengan kondisi a > S pada Gambar 4. Hal ini menyebabk-
an terjadinya puncak infeksi tersier yang lebih cepat pada Gam-
bar 3. Setelah 100 minggu, populasi terinfeksi tahap tersier dari
kedua gambar tersebut mengalami penurunan yang disebabkan
kesembuhan, kematian alami maupun kematian karena penyakit.
Lebih lanjut, pada Gambar 4, populasi rentan mengalami penu-
runan terlebih dahulu sebelum mengalami kenaikan setelah 50
minggu. Kondisi ini mengindikasikan bahwa laju infeksi primer
dan sekunder yang lebih kecil daripada laju infeksi tersier tidak
memberikan dinamika yang berarti bagi populasi rentan.

Simulasi untuk kondisi endemik dapat dilihat pada Gam-
bar 5 dan Gambar 6.

-
1000 2000 3000 4000
Sembuh Primer Sekunde — Tersier
Rentan Exposed

Gambar 5. Simulasi endemik o < 3

o

1000 2000 3000 4000

Primer Sekunder — Tersier
Exposed

Sembuh
Rentan

Gambar 6. Simulasi endemik o > f3

llustrasi pada Gambar 5 dan Gambar 6 menunjukkan bah-
wa, ketika ¢ — oo maka masing-masing sub-populasi akan menu-
ju titik kritis endemik. Simulasi ini diperoleh dengan menggunak-
an nilai awal S (0) = 200, E (0) = 50, I,,5(0) = 120, I(0) = 12
dan R(0) = 108. Pada Gambar 5, nilai o dan 8 yang digunakan
berturut-turut adalah 6 x 107% dan 4 x 1075, sedangkan pada
Gambar 6, nilai  dan 8 yang digunakan berturut-turut adalah
21 x 1075 dan 1 x 10~7. Jumlah sub-populasi pada Gambar 6
terlihat lebih berfluktuatif jika dibandingkan dengan Gambar 5.
Sub-populasi terinfeksi tahap primer dan sekunder mengalami
penurunan yang disertai dengan meningkatnya sub-populasi ter-
infeksi tahap tersier. Ketika o > § pada Gambar 6, jumlah sub-
populasi terinfeksi tahap primer dan sekunder menurun signifik-
an jika dibandingkan Gambar 5. Namun penurunan ini berdam-
pak pada peningkatan jumlah sub-populasi terinfeksi tahap ter-
sier yang ekstrem. Peningkatan kasus penyakit frambusia yang

ekstrem akan berdampak serius jika tidak segera dikendalikan,
seperti terbebaninya kapasitas layanan kesehatan, peningkatan
kematian, dan penularan yang lebih cepat. Oleh karena itu, diper-
lukan upaya-upaya pencegahan dan pengendalian penyakit fram-
busia di Indonesia.

4. Kesimpulan

Penelitian ini telah menawarkan sebuah model epide-
mi SEIR berdasarkan patogenesis penyakit frambusia untuk
memprediksi perilaku jangka panjang penyakit frambusia di In-
donesia. Dari model matematika tersebut diperoleh dua titik kri-
tis, yaitu titik kritis bebas penyakit yang eksistensinya dijamin
tanpa syarat dan titik kritis endemik yang eksistensinya tercapai
saat Ry > 1. Titik kritis bebas penyakit stabil asimtotik lokal
jika Ry < 1 sedangkan titik kritis endemik stabil asimtotik lokal
jika Ry > 1. Dari hasil-hasil simulasi, laju infeksi populasi terin-
feksi tahap primer dan sekunder yang lebih kecil dari pada laju
infeksi sub-populasi terinfeksi tahap tersier (o« < ) merupakan
kondisi yang diharapkan untuk dapat mengendalikan dinamika
penularan penyakit frambusia di Indonesia. Strategi-strategi un-
tuk mengurangi kontak antara sub-populasi terinfeksi tahap pri-
mer dan sekunder dengan sub-populasi rentan perlu ditingkatk-
an. Treatment-treatment khusus juga perlu diimplementasikan
pada sub-populasi terinfeksi tahap tersier, seperti isolasi mandi-
ri di rumah ataupun pengobatan di rumah sakit, sehingga dapat
mengurangi kontak dengan sub-populasi rentan. Hal ini lakukan
untuk mereduksi penyebaran penyakit frambusia di Indonesia.
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