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Model Matematika SV EIAR Penularan Covid-19 di Indonesia dengan
Intervensi Vaksinasi dan Tradisi Mudik

Darsih Idayani1,∗, Asmara Iriani Tarigan1, Selly Anastassia Amellia Kharis1, Heny Kurniawati2

1Program Studi Matematika, Universitas Terbuka, Tangerang Selatan, Indonesia
2Program Studi Biologi, Universitas Terbuka, Tangerang Selatan, Indonesia

ABSTRAK. Pada awal tahun 2020, wabah Covid-19 berawal di Cina dan menyebar ke seluruh dunia, termasuk Indo-
nesia. Kondisi masyarakat Indonesia sangat beragam dan kompleks mengakibatkan kesulitan dalammemprediksi tren
jumlah orang yang terinfeksi, meninggal, dan sembuh. Penelitian ini mengembangkan model SV EIAR penularan
Covid-19 melalui intervensi vaksinasi dan tradisi mudik: model SV EIAR. Kompartemen susceptible (S) adalah
subpopulasi individu rentan, vaccination (V ) adalah subpopulasi individu yang telah divaksin dua kali, exposed (E)
adalah subpopulasi individu laten yang terinfeksi tetapi masih dalam masa inkubasi dan tidak dapat menyebarkan
virus, infection (I) adalah subpopulasi individu terinfeksi yang menunjukkan gejala atau simtomatik, asymptomatic
(A) adalah subpopulasi individu terinfeksi tetapi tidak menunjukkan gejala, dan recover (R) adalah subpopulasi
individu yang sudah sembuh. Analisis model dilakukan dengan mengidentifikasi bilangan reproduksi, mengestimasi
titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik serta menganalisis kestabilan titik tersebut. Simulasi numerik dila-
kukan dengan menggunakan data penularan Covid-19 di Indonesia untuk memprediksi tren populasi yang terinfeksi
simtomatik dan asimtomatik. Hasil penelitian menunjukkan bahwa karakteristik dinamik kasus Covid-19 bersifat
semi-stabil pada kompartemen S, E, I , danA. Artinya S, E, I , danA akan meningkat pada waktu tertentu. Pada
situasi bebas penyakit, populasi rentan S stabil pada nilai tertentu. Sebagai perbandingan, populasi lain stabil pada
hampir 0 dan 0. Populasi rentan S pada situasi bebas penyakit lebih besar daripada pada saat epidemi. Sementara
itu, yang lainnya dalam kondisi bebas penyakit jumlahnya lebih sedikit dibandingkan yang dalam kondisi epidemi.
Selain itu, vaksinasi dapat meminimalisir penularan Covid-19, sementara dengan mengizinkan mudik dapat mening-
katkannya.

ABSTRACT. In early 2020, the Covid-19 epidemic started in China, sweeping the entire world, including Indonesia.
Indonesian society is diverse and complex. Predicting the trends of the infected, dead, and recovered is not straightfor-
ward. This study develops a Covid-19 transmission epidemic model SV EIAR by intervention of vaccination and
mudik traditions (returning to hometowns during Eid): the SV EIAR model. The susceptible (S) compartment is a
subpopulation of susceptible individuals, vaccinated (V ) is a subpopulation of individuals who have been vaccinated
twice, exposed (E) is a subpopulation of latent individuals who are infected but are still in the incubation period and
cannot spread the virus, infection (I) is a subpopulation of infected individuals who show symptoms or are sympto-
matic, asymptomatic (A) is a subpopulation of infected individuals who do not show symptoms, and recover (R) is a
subpopulation of individuals who have recovered. Model analysis is carried out by identifying the reproduction num-
ber, estimating the disease-free and endemic equilibrium points and analyzing their stabilities. Numerical simulations
were conducted using the Covid-19 transmission data in Indonesia to predict the trend of the infected and asympto-
matic populations. The results show that the dynamic characteristic of the Covid-19 cases is semi-stable in S, E, I ,
and A compartments. It means that S, E, I , and A will increase at a certain time. In the disease-free situation, the
susceptible population S is stable at a particular value. In comparison, other populations are stable at nearly 0 and
0. The population of susceptible S in the disease-free situation is larger than in the epidemic. Meanwhile, others in
the disease-free state are less than those in the epidemic state. In addition, vaccination can minimize the transmission
of Covid-19, while allowing mudik can rise it.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of EULER: Department of Mathematics, Uni-
versitas Negeri Gorontalo, Jln. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.
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2020 [1, 2]. Kasus Covid-19 yang pertama di Indonesia muncul
pada awal Maret 2020 [3, 4]. Pemerintah telah mengerahkan se-
gala upaya untuk mencegah penyebarannya. Namun, masyara-
kat Indonesia terdiri dari individu yang beragam, dan tidak se-
mua orang mematuhi imbauan pemerintah, termasuk pembatas-
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an mudik. Mudik adalah tradisi kembali ke kampung halaman se-
lama libur Idul Fitri [5]. Mempertahankan tradisi ini selama pan-
demi dapat memperburuk tingkat penularan karena orang-orang
bergerak dan berkumpul di tempat umum dan fasilitas transpor-
tasi. Vaksinasi dapat meminimalkan penularan, tetapi mungkin
tidak akan berhasil jika orang tidak menjaga atau mengabaikan
protokol kesehatan.

Perubahan jumlah orang yang terinfeksi, meninggal, dan
sembuh dari Covid-19 sulit untuk diprediksi. Pemerintah mela-
rang kegiatan mudik pada tahun 2020 untuk menghindari lon-
jakan kasus. Namun, para ahli menilai pelarangan mudik pada
tahun 2020 tidak praktis karena jumlah kasus positif tetap tinggi
[6]. Meskipun demikian, Prasojo dkk. [7] menyarankan agar pe-
merintah terus melanjutkan upaya untuk meminimalkan penye-
baran Covid-19 dengan pembatasan mobilitas masyarakat. Kesa-
daran masyarakat dan koordinasi antara pemerintah pusat dan
daerah dapat mendukung keberhasilan penerapan regulasi.

Pemodelan matematika dapat menggambarkan masalah
dunia nyata atau sistem fisik dalam pernyataan matematika un-
tuk lebih memahami sebuah masalah seperti masalah penyebar-
an penyakit. Qi [8] mengatakan bahwa model matematika adalah
struktur yang menyederhanakan tujuan atau objek tertentu da-
lam kehidupan nyata dengan hukum intrinsiknya dan menyele-
saikannya menggunakan alat matematika yang tepat. Panovska-
Griffiths [9] mengatakan bahwa model matematika dapat digu-
nakan untuk memahami penularan Covid-19 dengan mengeks-
plorasi berbagai skenario. Namun, memahami penularan secara
matematis saja tidak cukup untuk menyelesaikan masalah. Mo-
del matematika lain diperlukan untuk menjawab pertanyaan ber-
ikutnya, seperti bagaimana cara menghentikan penularan.

Beberapa penelitian sebelumnya terkait model matema-
tika penyebaran Covid-19 telah dilakukan. Misalnya, sistem
persamaan diferensial berdasarkan model kompartemen rentan-
terinfeksi-sembuh (SIR) yang dimodifikasi oleh Khrapov dan Lo-
ginova [10]. Kompartemen rawat inap (H) ditambahkan ke mo-
delSIR untukmemeriksa pola penularan oleh Fauzia [11]. Untuk
memahami sifat penyakit, estimasi parameter berdasarkan mo-
del epidemi SIR digunakan oleh Kadyrov dkk. [12]. Euegunjobi
dan Makinde [13] menyajikan model epidemiologi dengan enam
kompartemen untuk menentukan kemunculan dan penyebaran
Covid-19 di komunitas dengan pemulihan dan karantina karena
pengobatan. Sebagai tambahan, telah dibahas model matemati-
ka penyebaran Covid-19 di antara imigran yang terpapar [14]. Di
Indonesia, Joyosemito dan Nasir menggunakan pemodelan dina-
mis untuk menganalisis penularan kasus Covid-19 [15]. Hasan et
al. [16] membuat model matematika untuk mengevaluasi seca-
ra kuantitatif dampak Pembatasan Sosial Skala Besar (PSBB) dari
pertengahan April hingga awal Juni 2020 di Jakarta. Sementa-
ra itu, masalah logistik dan logistik yang tertunda dibandingkan
oleh Sunthornwat dan Sookkhee [17] untuk memperkirakan to-
tal kasus penularan di empat negara. Secara umum, penelitian
sebelumnya terfokus pada penambahan kompartemen saja ber-
gantung pada situasi atau kasus yang dibahas. Variabel yang da-
pat menghambat penularan seperti vaksinasi dan variabel yang
mungkin berpengaruh terhadap penularan penyakit di tempat
tertentu yang menjadi ciri khas tempat tersebut seperti tradisi
mudik belum menjadi perhatian.

Model-model penularan Covid-19 yang telah dikembangk-

an belum sesuai dengan kondisi di Indonesia yang memiliki tradi-
si mudik saat Idul Fitri. Tradisi ini merupakan tradisi yang unik, ti-
dak ada di negara lain. Oleh karena itu, untuk beradaptasi dengan
situasi di Indonesia, penelitian ini bertujuan mengembangkan
model SEIAR dalam [18] dengan menambahkan variabel vaksi-
nasi dan tradisi mudik sehingga menjadi model SV EIAR. Vak-
sinasi dan tradisi mudik penting dipertimbangkan dalam model
ini karena selama ini pemerintah mengklaim bahwa vaksinasi dan
pelarangan mudik dapat mengurangi penyebaran Covid-19. Ke-
mudian, dilakukan analisis berupa penentuan bilangan reproduk-
si dasar, titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik serta
kestabilan titik tersebut. Terakhir, dilakukan simulasi numerik
untuk untuk membuktikan titik kesetimbangan bebas penyakit
dan titik ekuilibrium endemik serta menguji kestabilannya. Se-
lain itu, simulasi numerik dilakukan untuk mengetahui pengaruh
vaksinasi dan tradisi mudik terhadap penularan Covid-19.

2. Model
Model penyebaran penyakit SEIAR klasik yang dikem-

bangkan dari model SIR [19] dimodifikasi dalam artikel ini. Se-
lain itu, juga memodifikasi model SEIAR dengan faktor migra-
si pada [18] dengan menambahkan variabel vaksinasi dan tradisi
mudik ke dalam model untuk menganalisis intervensi kedua va-
riabel tersebut terhadap tren penularan Covid-19. Model yang
diusulkan ini disebut model penularan penyakit SV EIAR.

Terdapat beberapa asumsi dalam model tersebut. Asumsi
pertama adalah dalam penularan Covid-19 semua individu ber-
sifat homogen dan rentan. Setiap individu memiliki tingkat pa-
paran yang sama. Asumsi kedua, virus dapat menginfeksi indivi-
du yang rentan karena kontak langsung atau tidak langsung de-
ngan populasi yang terinfeksi dengan gejala atau tanpa bergeja-
la. Asumsi ketiga, individu yang telah sembuh tidak akan menjadi
laten kembali karena kekebalan tubuhnya yang kuat setelah sem-
buh dari penyakit.

Pada Gambar 1, populasi yang dinotasikan dengan N diba-
gi menjadi enam kompartemen berdasarkan karakteristik Covid-
19. Kompartemen susceptible (S) adalah subpopulasi dari indivi-
du yang rentan. Vaccination (V ) adalah subpopulasi yang telah
divaksinasi dua kali. Exposed (E) adalah subpopulasi dari indi-
vidu laten yang terinfeksi tetapi masih dalam masa inkubasi dan
tidak dapat menyebarkan virus. Infection (I) adalah subpopulasi
dari individu terinfeksi yang menunjukkan gejala atau simtoma-
tik. Sedangkan asymptomatic (A) adalah subpopulasi dari indivi-
du terinfeksi tetapi tidak menunjukkan gejala atau asimtomatik.
Yang terakhir, recover (R) adalah subpopulasi dari individu yang
sudah sembuh.

Gambar 1. Diagram kompartemen model SV EIAR
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Perubahan jumlah di setiap kompartemen bergantung pa-
da jumlah kompartemen di sekitarnya. Perlu dicatat bahwa in-
dividu yang bergejala dapat meninggal karena infeksi Covid-19,
tetapi yang tidak bergejala mungkin tidak akan meninggal. Bebe-
rapa parameter yang mempengaruhi perubahan jumlah di setiap
subpopulasi adalah laju migrasi masuk (µ1), laju migrasi keluar
(µ2), laju kelahiran alami (θ1), dan laju kematian alami (θ2). Se-
lain itu, terkait dengan subpopulasi vaksinasi, terdapat laju vak-
sinasi (δ) dengan proporsi k. Individu yang rentan menjadi ter-
papar pada laju α saat kontak dengan individu terinfeksi dengan
rasio 1 − k. Sementara itu, kontak dengan individu terinfeksi
memiliki laju (I(t)+ωA(t))

N(t) dengan laju perubahan ε. Sedangkan
ω adalah rasio individu yang terinfeksi sebelum gejala dan de-
ngan gejala dimana 0 < ω < 1. Individu yang divaksin menjadi
individu sembuh pada laju ρ. Individu yang terpapar menjadi ter-
infeksi (bergejala) pada tingkat β1 dengan proporsi l. Selain itu,
individu yang terpapar menjadi asimtomatik pada tingkat β2 dan
proporsi 1 − l. Tingkat kematian individu terinfeksi (bergejala)
yang meninggal karena infeksi dinotasikan dengan θ3. Individu
terinfeksi (bergejala) menjadi sembuh pada tingkat γ1 dan indivi-
du asimtomatik menjadi sembuh pada tingkat γ2.

Sistem persamaan diferensial model SV EIAR adalah se-
bagai berikut.

dS(t)

dt
= θ1 + (µ1 − µ2 − θ2 − δk − α(1− k)(I(t) + ωA(t)))S(t),

dV (t)

dt
= δkS(t) + (µ1 − µ2 − θ2 − ε(I(t) + ωA(t))− ρ)V (t),

dE(t)

dt
= (I(t) + ωA(t))(α(1− k)S(t) + εV (t))

+ (µ1 − µ2 − θ2 − β1l − β2(1− l))E(t),

dI(t)

dt
= β1lE(t) + (µ1 − µ2 − θ2 − θ3 − γ1)I(t),

dA(t)

dt
= β2(1− l)E(t) + (µ1 − µ2 − θ2 − γ2)A(t),

dR(t)

dt
= γ1I(t) + γ2A(t) + ρV (t) + (µ1 − µ2 − θ2)R(t).

(1)
Perlu diperhatikan bahwa R(t) tidak muncul pada persa-

maan lain di sistem persamaan diferensial (1). Ini berarti bahwa
kompartemenR(t) tidak memiliki pengaruh terhadap komparte-
men lainnya. Jadi, persamaan diferensial R(t) dapat diabaikan.

Sistem persamaan diferensial (1) mendefinisikan model pe-
nularan Covid-19 yang mencakup vaksinasi dan migrasi. Sama
seperti mobilitas biasa, ada orang yang masuk dan keluar dari po-
pulasi. Dalam hal ini, migrasi masuk dan keluar merupakan kegi-
atan mudik pada saat Idul Fitri. Nilainya ditentukan berdasarkan
data orang mudik pada saat itu. Migrasi masuk dapat sama, lebih
kecil, atau lebih besar dari migrasi keluar.

3. Hasil dan Pembahasan

Dalam bagian ini, dianalisis titik kesetimbangan bebas pe-
nyakit, bilangan reproduksi dasar, titik kesetimbangan endemik
serta analisis stabilitas. Selain itu, juga dibahas mengenai simula-
si numerik.Pada pembahasan, dituliskan hasil-hasil apa saja yang
diperoleh dalam penelitian. Dibahas dengan uraian yang komp-
rehensif namun ringkas dan padu.

3.1. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit
Jika nilai E, I , dan A sama dengan 0, maka akan dipero-

leh titik kesetimbangan bebas penyakit (E0). Artinya, semua in-
dividu berada pada posisi rentan, tervaksin, atau sembuh. Na-
mun, subpopulasi R dapat diabaikan karena tidak berdampak
pada orang lain. Pada kondisi ini, tidak ada individu yang me-
nularkan penyakit, maka

E0 = (S, V,E, I, A) =

(
−θ1

p1 − δk
,

δkθ1
(p1 − ρ)(p1 − δk)

, 0, 0, 0

)
(2)

dengan p1 = µ1 − µ2 − θ2.

3.2. Bilangan Reproduksi Dasar
Metode Next Generation Matrix (NGM) digunakan untuk me-

nentukan bilangan reproduksi dasar dari sistem persamaan dife-
rensial (1) yang dinotasikan denganR0 [20]. Padamodel ini, kom-
partemen infektifnya adalah E, I , dan A. Subsistem persamaan
diferensial berikut digunakan untuk mencari bilangan reproduksi
dasar.

dE(t)

dt
= (I(t) + ωA(t))(α(1− k)S(t) + εV (t))

+ (µ1 − µ2 − θ2 − β1l − β2(1− l))E(t),

dI(t)

dt
= β1lE(t) + (µ1 − µ2 − θ2 − γ1)I(t),

dA(t)

dt
= β2(1− l)E(t) + (µ1 − µ2 − θ2 − γ2)A(t).

(3)

Dari sistem (3), diperoleh matriks Jacobi J :

J(e,i,a) =

 p1 − p2 p3 p3ω
β1l p1 − γ1 0

β2(1− l) 0 p1 − γ2

 (4)

dengan p2 = β1l+ β2 (1− l) dan p3 = α (1− k)S (t) + εV (t).
Selanjutnya, matriks Jacobi (J) didekomposisi menjadi

J = F − V dimana F merupakan matriks transmisi dan V me-
rupakan matriks transisi. Invers dari matriks V , yaitu V −1 da-
pat diperoleh dengan menggunakan transformasi baris elemen-
ter. Kemudian diperoleh NGM dengan rumus G = FV −1 dan
nilai eigen dari matriks G adalah

λ1 = 0, λ2 = 0, λ3 =
p3β1l(p1 + γ2)

p4(p1 − γ1)
(5)

Bilangan reproduksi dasar diperoleh dari radius spektral
atau nilai eigen terbesar, sehingga diperoleh

R0 =
p3β1l(p1 − γ2)

p4(p1 − γ1)
(6)

dengan p4 = (p1 − p2)(p1 − γ2)− p3ω(β2(1− l)).
Bilangan reproduksi dasar dalam penularan penyakit menu-

lar pada manusia (epidemiologi) adalah rata-rata jumlah individu
yang terinfeksi. Bilangan reproduksi dasar menentukan langkah
selanjutnya dalam pengendalian epidemi, yaitu penyakit menular
yang menyebar dengan cepat di wilayah yang luas dan mengin-
feksi banyak orang.
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Terdapat tiga kondisi berdasarkan besarnya bilangan rep-
roduksi dasar. Pertama, jika R0 < 1, maka penyakit akan meng-
hilang secara perlahan. Kedua, jika R0 = 1, maka penyakit ak-
an menjadi endemik dan tetap berada di wilayah tertentu. Cen-
ters for Disease Control and Prevention (CDC) [21] menggambark-
an bahwa endemik sebagai wabah penyakit yang terjadi secara
terus-menerus tetapi terbatas di wilayah tertentu. Hal ini mem-
buat penyebaran dan laju penyakit dapat diprediksi. Sementara
itu yang ketiga, jika R0 > 1, maka penyakit menjadi pandemi,
yang berarti kasus meningkat secara eksponensial (berkembang
dengan cepat), tetapi tidak berlangsung lama karena kasusnya
perlahan menurun. Sebagian orang mungkin meninggal karena
Covid-19, sementara yang lain mungkin sembuh dan kekebalan-
nyameningkat. Sementara itu, pandemi adalah epidemi yangme-
nyebar ke wilayah yang lebih luas, seringkali di seluruh dunia, dan
biasanya disebabkan oleh virus baru Dimanamasyarakat memiliki
sedikit kekebalan terhadap virus tersebut [22]. Dengan kata lain,
R0 merupakan indikator bahwa suatu penyakit bersifat endemik
pada suatu populasi.

3.3. Titik Kesetimbangan Endemik
Titik kesetimbangan endemik E1 diperoleh jika I, A > 0

dimana kompartemen yang terinfeksi (simtomatik atau asimto-
matik) lebih besar dari 0. Dengan demikian, kondisi penyakit
yang menyebabkan epidemi pada suatu populasi terpenuhi. Mi-
rip dengan titik kesetimbangan bebas penyakit, titik kesetim-
bangan endemik dapat dicapai dari dS

dt = 0, dV
dt = 0, dE

dt = 0,
dI
dt = 0, dan dA

dt = 0. Dengan demikian, S (t), V (t), E (t), I (t),
dan A (t) diperoleh sebagai berikut:

S(t) =
−θ1

p1 − δk − α(1− k)(I(t) + ωA(t))
, (7)

V (t) =
−δkS(t)

p1 − ε(I(t) + ωA(t))− ρ
, (8)

(I(t)+ωA(t))(α(1− k)S(t) + εV (t)) + (p1 − p2)E(t) = 0,
(9)

I(t) =
−β1lE(t)

p1 − γ1
, (10)

A(t) =
−β2(1− l)E(t)

p1 − γ2
. (11)

Kemudian pers. (7), pers. (8), pers. (10), dan pers. (11) disubstitu-
sikan ke pers. (9), sehingga diperoleh polinomial[

aE2 (t) + bE (t) + c
]
E(t) = 0,

dengan akar-akar penyelesaian E1 (t) = 0 dan E2,3 (t) =
−b±

√
b2−4ac
2a . Pers. (10) dan pers. (11) disubstitusikan ke pers. (7)

dan pers. (8) sehingga diperoleh titik kesetimbangan endemik se-
bagai berikut:

E1 =

(
−θ1
p5

,
−δkS(t)

p1 − ρ− εb1E(t)
,
−b±

√
b2 − 4ac

2a
,

−β1lE(t)

p1 − γ1
,
−β2(1− l)E(t)

p1 − γ2

)
(12)

dengan

a = εb1b3,

b = αεb21(1− k)− εb1b2 − (p1 − ρ)b3,

c = [b1εδk − αb1(1− k) + b2] (p1 − ρ),

p5 = p1 − δk − α(1− k)b1E(t),

b1 =
−β1l

p1 − γ1
− ωβ2(1− l)

p1 − γ2
,

b2 = (p1 − p2)(p1 − δk),

b3 = αb1(p1 − p2)(1− k).

3.4. Analisis Stabilitas
Sistem (1) adalah sistem persamaan diferensial nonlinier.

Analisis stabilitas ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks
Jacobian. Dengan melinearisasi sistem (1), diperoleh matriks Ja-
cobian (13):

J(E) =


p1 − p5 0 0 j14 j15

δk p1 − p6 0 p1 − ε p1 − εω
p5 − δk j32 p1 − p2 p3 p3ω

0 0 β1l p1 − γ1 0
0 0 β2(1− l) 0 p1 − γ2


(13)

dengan j14 = p1−δk−α(1−k), j15 = p1−δk−α(1−k)ω, j32 =
(I(t) + ωA(t))ε, p6 = ε(I(t) + ωA(t)) + ρ.

Teorema 1. Jika R0 < 1, maka titik kesetimbangan bebas pe-
nyakit E0 stabil asimtomatik lokal.

Bukti. Pada titik kesetimbangan bebas penyakit, E0, matriks Ja-
cobian (13) menjadi:

J(E0) =


p1 − δk 0 0 j14 j15

δk p1 − ρ 0 p1 − ε p1 − εω
0 0 p1 − p2 p3 p3ω
0 0 β1l p1 − γ1 0
0 0 β2(1− l) 0 p1 − γ2


(14)

dengan j14 = p1 − δk − α(1− k), j15 = p1 − δk − α(1− k)ω.
Nilai eigen diperoleh dari matriks Jacobian pada pers. (14),

yaitu nilai eigen λ1 = p1−δk dan nilai eigen λ2 = p1−ρ. Kemu-
dian, nilai eigen λ3, λ4, dan λ5 diperoleh dari solusi pers. (15):

aλ3 + bλ2 + cλ+ d = 0 (15)

dengan

a = 1,

b = γ1 + γ2 − 3p1 + p2,

c = γ1γ2 − 2γ1p1 + γ1p2 − 2γ2p1 + γ2p2 + 3p21 − 2p1p2

− p3β1l − p3ωβ2(1− l),

d = −γ1γ2p1 + γ1γ2p2 + γ1p
2
1 − γ1p1p2 + γ2p

2
1 − γ2p1p2

− p31 + p21p2 + p1p3β1l − p3β1lγ2 + p1p3ωβ2(1− l)

− p3ωγ1β2(1− l).

Karena p1 = µ1−µ2−θ2 < 0, maka λ1 < 0 dan λ2 < 0. Ji-
kaR0 < 1, maka semua koefisien dan konstanta dalam pers. (15)
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akan bernilai positif. Kondisi ini tidak menyebabkan perubah-
an tanda positif atau negatif dari satu suku ke suku selanjutnya.
Dalam aturan Descartes, jika tidak ada perubahan tanda dalam
persamaan polinomial, tidak akan ada solusi atau akar persama-
an yang bernilai positif [23]. Ini berarti bahwa nilai eigen λ3, λ4,
dan λ5 yang diperoleh dari pers. (15) tetrsebut akan bernilai ne-
gatif. Jadi, jika R0 < 1, maka semua nilai eigen matriks Jacobian
di sekitar titik kesetimbangan bebas penyakit akan negatif. Da-
lam kondisi ini, titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil
secara asimtotik lokal. Sebaliknya, jika R0 > 1, maka ada nilai
eigen positif. Hal ini menyebabkan titik tersebut menjadi tidak
stabil, dan titik ekuilibrium baru akan muncul.

Teorema 2. Titik kesetimbangan endemik E1 stabil asimtomatik
lokal jika R0 > 1.

Bukti. Pada titik kesetimbangan endemik, E1, matriks Jacobian
(13) menjadi:

J(E1) =


p1 − p5 0 0 j14 j15

δk j22 0 p1 − ε p1 − εω
p5 − δk p7 p1 − p2 p3 p3ω

0 0 β1l p1 − γ1 0
0 0 β2(1− l) 0 p1 − γ2

 (16)

dengan

j14 = p1 − δk − α(1− k),

j15 = p1 − δk − α(1− k)ω,

j22 = p1 + p7 + ρ,

p7 = εE

(
β1l

p1 − γ1
+

ωβ2(1− l)

p1 − γ2

)
.

Elemen-elemenmatriks Jacobian pada pers. (16) dimisalkan
dengan a = p1 − p5, b = p1 − δk − α (1− k), c = p1 − δk −
α (1− k)ω, d = δk, e = p1 + p7 + ρ, f = p1 − ε, g = p1 − εω,
h = p5 − δk, i = p7, j = p1 − p2, k = p3, l = p3ω, m = β1l,
n = p1 − γ1, p = β2 (1− l) dan q = p1 − γ2 sehingga menjadi

J(E1) =


a 0 0 b c
d e 0 f g
h i j k l
0 0 m n 0
0 0 p 0 q

 (17)

Nilai eigen dari matriks Jacobian pada pers. (17) diperoleh dari
solusi persamaan karakteristik (3.4):

t1λ
5 + t2λ

4 + t3λ
3 + t4λ

2 + t5λ+ t6 = 0, (18)

dengan

t1 = 1,

t2 = −a− e− j − n+ q,

t3 = a(e+ j + n− q) + q(e+ j + n) + j(e+ n) + en

− lp−mk,

t4 = a(lp− nq − jq − nj +mk − eq − en− ej)

+ e(lp− nq − jq − nj +mk)− i(mf − gp)

+ q(mk − nj) + p(ln− ch) + bmh,

t5 = a(mkq − lnp− jnq) + ai(mf + gp)

+ ae(nq − lp+ jq + nj −mk) + i(mfq + gnp)

+ e(njq − nlp−mdq) + bm(hq + eh− di)

+ c(pdi− nhp− ehp),

t6 = a(elnp−mufq − nugp− enjq − emkq)

+ bm(ehq + diq) + cnp(di− eh).

Jika R0 > 1, maka konstanta dan koefisien akan bernilai negatif
sehingga tandanya akan berubah dari suku kedua atau t2 yang
bernilai positif menjadi suku ketiga atau t3 yang bernilai negatif.
Dalam aturan Descartes, jika ada satu perubahan pada persama-
an polinomial, maka akan diperoleh akar persamaan atau solusi
yang bernilai positif [23]. Kondisi ini menunjukkan bahwa salah
satu nilai eigen λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, dan λ6 akan bernilai positif.
Dalam kondisi ini, titik kesetimbangan endemik akan stabil seca-
ra asimtotik lokal.

3.5. Simulasi Numerik
Simulasi numerik pada model penularan Covid-19

SV EIAR dilakukan untuk membuktikan titik kesetimbangan
bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik serta mengu-
ji kestabilannya. Simulasi dilakukan dengan menggunakan
parameter-parameter yang diperoleh dari estimasi berdasarkan
jumlah penduduk, kelahiran, kematian, migrasi, dan lain-lain,
yang diperoleh dari data yang dikumpulkan dari berbagai
sumber, termasuk penelitian sebelumnya (lihat Tabel 1).

3.5.1. Simulasi Numerik Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit
Simulasi numerik sistem (1) saat mendekati titik kesetim-

bangan bebas penyakit dilakukan berdasarkan nilai parameter-
parameter pada Tabel 1. Dalam simulasi numerik, diperlukan ni-
lai awal dari S(t), V (t), E(t), I(t), dan A(t). Nilai awal tersebut
adalah S(0) = 0, 5; V (0) = 0, 01; E(0) = 0, 2; I(0) = 0, 01; dan
A(0) = 0, 05.

Gambar 2. Simulasi sistem (1) terhadap titik ekuilibrium be-
bas penyakit: (a) 200 hari pertama, (b) 1000 hari
pertama

Hasil simulasi menunjukkan bahwa R0 = 0, 5543787206,
yang nilainya lebih kecil dari 1. Karena R0 < 1, maka penyakit
Covid-19 tidak akan menyebar atau akan perlahan menghilang.
Dapat dikatakan bahwa populasi akan bebas penyakit dalam jang-
ka waktu tertentu. Selain itu, titik ekuilibrium bebas penyakitE0
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Tabel 1. Nilai parameter model

Parameter Definisi Nilai Sumber
N Populasi 272.682.500 [23]
µ1 Tingkat migrasi masuk 0,024 [24]
µ2 Tingkat migrasi keluar 0,024 Diasumsikan sama dengan µ1

θ1 Tingkat kelahiran alami 0,0025 [24]
θ2 Tingkat kematian alami 0,0047 [23]
k Proporsi vaksinasi dari S(t) 0,0138 (Maret 2021) https://kawalcovid19.id/
δ Tingkat vaksinasi dari S(t) 0,0022 [25]
l Proporsi yang terinfeksi dari E(t) 0,2 [26]
α Tingkat yang terpapar dari S(t) 0,2 [27]
β1 Tingkat yang terinfeksi dari E(t) 1/14 [21]
β2 Tingkat yang terinfeksi asimtomatik dari E (t) 1/14 Diasumsikan sama dengan β1 [28]
ω Faktor penularan dari asimtomatik 0,022 [29]
ρ Tingkat kesembuhan dari V (t) 1/14 [30]
ε Tingkat yang laten/terpapar dari V (t) 1/180 [31]
θ3 Tingkat kematian karena Covid-19 0,00112667 [23]
γ1 Tingkat kesembuhan dari I(t) 0,03230667 [23]
γ2 Tingkat kesembuhan dari A (t) 0,03230667 Diasumsikan sama dengan γ1

(2) diperoleh E0 = (0, 5285010020; 0, 0002107657235; 0; 0; 0).
Secara keseluruhan, populasi di setiap kompartemen berfluktuasi
selama 1000 hari. Populasi rentan S turun pada titik awal dalam
50 hari pertama (lihat Gambar 2a), meningkat, dan akhirnya stabil
pada titik 0,5285010020 (lihat Gambar 2b). Populasi yang divak-
sinasi V menurun dan kemudian stabil pada 0,0002107657235.
Di kompartemen lain, jumlah individu latenE dan individu terin-
feksi simptomatik I menurun hingga mendekati 0 dan stabil pada
0, dan muncul asimtomatik A dalam 50 hari dan kemudian turun
hingga mendekati 0 dan stabil pada 0 (lihat Gambar 2).

Jumlah populasi masing-masing kompartemen akan stabil
pada titik ekuilibrium endemik setelah hari ke-1000. Jika jumlah
populasi total adalah N = 272.682.500 (lihat Tabel 1), maka po-
pulasi yang rentan S dan yang divaksinasi V masing-masing ada-
lah 144.112.975 dan 57.264. Sementara itu, proporsi populasi
yang sembuh dapat dihitung denganR = 1−(S+V +E+I+A),
sehingga proporsi yang diperoleh adalahR = 0, 471288998, dan
populasi yang sembuh sebanyak 128.512.263 individu.

3.5.2. Simulasi Numerik Titik Kesetimbangan Endemik

Simulasi numerik dilakukan pada sistem (1) saat mendekati
titik ekuilibrium endemik menggunakan nilai parameter pada Ta-
bel 1. Nilai α, β1, dan β2 diperbesar menjadi α = 0, 8, β1 = 0, 4,
dan β2 = 0, 4 dengan nilai awal S(0) = 0, 5; V (0) = 0, 0001;
E(0) = 0, 02; I(0) = 0, 01; dan A(0) = 0, 005.

Hasil simulasi menunjukkan bahwa R0 = 2, 770282509.
Karena R0 > 1, penyakit Covid-19 akan menular de-
ngan cepat, dan kemudian berubah menjadi pande-
mi. Titik ekuilibrium bebas penyakit diperoleh E1 =
(0, 22303458; 0, 00008765; 0, 00385762; 0, 00563268; 0, 02643793).
Gambar 3 menunjukkan hasil simulasi numerik yang menggam-
barkan fluktuasi populasi di setiap kompartemen selama 1000
hari pertama. Populasi rentan S turun pada titik awal, kemudian
naik dan stabil pada 0,22303458. Jika tidak, maka subpopulasi
yang divaksinasi V , laten E, terinfeksi simtomatik S, dan yang
asimtomatik I berfluktuasi dan stabil di dekat 0.

Jumlah populasi setiap kompartemen akan stabil pada titik
ekuilibrium endemik setelah hari ke-1000. Jika jumlah populasi

Gambar 3. Simulasi sistem (1) terhadap titik ekuilibrium be-
bas endemik: (a) 200 hari pertama, (b) 1000 hari
pertama

total adalahN = 272.682.500 (lihat Tabel 1), maka populasi yang
rentan sebanyak 60.817.627, populasi yang divaksinasi sebanyak
23.901, populasi yang terpapar sebanyak 1.051.906, populasi
yang terinfeksi sebanyak 1.535.934, populasi yang tidak bergeja-
la atau asimtomatik sebanyak 7.209.161, dan populasi yang sem-
buh sebanyak 202.043.973 dengan proporsi R = 0, 74094954.

3.5.3. Pengaruh Vaksinasi
Simulasi numerik dilakukan untuk melihat bagaimana vak-

sinasi mempengaruhi penularan Covid-19. Populasi yang terin-
feksi simtomatik (I), populasi yang tidak bergejala atau asimto-
matik (A), dan nilai R0 akan berubah. Parameter yang mempe-
ngaruhi populasi yang divaksin (V ) adalah tingkat vaksinasi pada
orang yang rentan δ dan proporsi rentan yang divaksinasi k.

Tabel 2. Pengaruh vaksinasi

Kasus δ dan k R0

1 0 2,841412748
2 0,2 0,195374061
3 0,4 0,040005367
4 0,6 0,012692566
5 0,8 0,004282277
6 1 0,000969087
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Terdapat enam kasus yang diuji dalam simulasi ini (lihat Ta-
bel 2). Hasil menunjukkan bahwa semakin besar nilai δ dan k, se-
makin kecil nilai R0. Vaksinasi dapat dikendalikan sehingga nilai
R0 kurang dari 1. Situasi ini menunjukkan bahwa semakin ba-
nyak orang yang divaksinasi, Covid-19 tidak akan menyebar atau
akan perlahan menghilang. Hal ini sesuai dengan grafik populasi
bergejala (I) dan tidak bergejala (A) (lihat Gambar 4 dan Gam-
bar 5).

Gambar 4. Pengaruh vaksinasi pada subpopulasi terinfeksi
(I): (a) 200 hari pertama, (b) 1000 hari kedua

Gambar 4 menunjukkan bahwa populasi yang terinfeksi (I)
berubah drastis dari kondisi tanpa vaksinasi (δ dan k bernilai 0)
menjadi divaksinasi lengkap (δ dan k bernilai 1). Dalam kondisi
tanpa vaksinasi seperti pada kasus 1, populasi yang terinfeksi me-
ningkat pada 100 hari pertama, kemudian menurun dan mening-
kat lagi menjelang hari ke-500 sebelum stabil pada angka 0,0056.
Namun, setelah vaksinasi (kasus 2 sampai 6), populasi yang terin-
feksi meningkat pada 50 hari pertama sebelum menurun hingga
hampir mencapai 0 dan akhirnya stabil pada 0. Semakin tinggi
tingkat vaksinasi, semakin cepat populasi yang terinfeksi menca-
pai 0.

Hasil simulasi pada kasus 2 menunjukkan bahwa jumlah in-
dividu yang divaksinasi sebanyak 10.907.300 dan jumlah indivi-
du yang terinfeksi sebanyak 136.341, dengan tingkat kesembuh-
an 95% pada hari ke-100. Perkiraan ini serupa dengan data dari
https://kawalcovid19.id/ di mana 10.002.901 orang telah divak-
sinasi, dan 111.137 orang terinfeksi dengan tingkat kesembuh-
an sebesar 90,17% pada tanggal 10 April 2021 (hari ke-100 sejak
tanggal 1 Januari 2021).

Gambar 5. Pengaruh vaksinasi pada subpopulasi asimtoma-
tik (A): (a) 200 hari pertama, (b) 1000 hari per-
tama

Gambar 5 menunjukkan bahwa subpopulasi asimtomatik
(A) berubah drastis dari kondisi tanpa vaksinasi (δ dan k ber-
nilai 0) menjadi divaksinasi lengkap (δ dan k bernilai 1). Trennya
mirip dengan parameter populasi yang terinfeksi (I). Jika tidak

ada vaksinasi seperti pada kasus 1, populasi meningkat dalam 100
hari pertama, kemudian menurun dan meningkat lagi sekitar hari
ke-500 sebelum stabil pada angka 0,026. Namun, setelah vaksi-
nasi (kasus 2 sampai 6), populasi asimtomatik meningkat dalam
50 hari pertama, kemudian menurun hingga hampir 0 sebelum
stabil pada angka 0.

3.5.4. Pengaruh Tradisi Mudik
Simulasi numerik dilakukan untuk melihat bagaimana tra-

disi mudik memengaruhi penularan Covid-19. Parameter kom-
partemen terinfeksi simptomatik (I) dan asimtomatik (A), serta
nilai angka reproduksi dasar (R0) disimulasikan denganmemper-
timbangkan mobilitas penduduk dalam tradisi mudik. Parameter
yang terkait dengan tradisi mudik adalah laju migrasi masuk µ1,
laju migrasi keluar µ2, dan tingkat populasi rentan yang terpapar
Covid-19 α.

Tabel 3. Pengaruh tradisi mudik

Kasus µ1, µ2, dan α R0

1 0 0,000006248
2 0,2 0,585520906
3 0,4 1,234650958
4 0,6 1,958359556
5 0,8 2,770282509
6 1 3,687595558

Enam kasus diuji dalam simulasi ini (lihat Tabel 3). Hasil si-
mulasi menunjukkan bahwa semakin besar nilai µ1, µ2, dan α,
semakin besar nilai R0. Artinya, semakin banyak orang bepergi-
an atau mudik selama libur lebaran, semakin banyak penularan
Covid-19 yang terjadi dan semakin besar kemungkinan menjadi
epidemi. Nilai R0 tetap terkendali kurang dari 1 ketika orang ti-
dak bepergian dan ketikamereka bepergian (kasus 1 dan 2). Dam-
pak tradisi mudik terhadap populasi terinfeksi (I) dan populasi
asimtomatik (A) dapat dilihat pada Gambar 6 dan Gambar 7.

Gambar 6. Pengaruh mudik pada subpopulasi terinfeksi (I):
(a) 200 hari pertama, (b) 1000 hari pertama

Gambar 6 menunjukkan bahwa jumlah penduduk yang ter-
infeksi (I) berubah drastis dari kondisi tidak ada kegiatan mudik
(kasus 1) ke kondisi masyarakat yang melaksanakan mudik (kasus
6). Pada kasus 1, jumlah penduduk yang terinfeksi meningkat pa-
da 30 hari pertama, menurun mendekati 0, dan akhirnya stabil
pada angka 0. Kondisi ini juga terjadi pada saat mudik dengan
angka migrasi masuk, migrasi keluar, dan penduduk rentan ter-
papar Covid-19 mencapai 0,2 (kasus 2). Setelah mudik dilakukan
(kasus 3, 4, dan 5), jumlah penduduk yang terinfeksi (I) mening-
kat pada 50 hari pertama, menurun, dan berfluktuasi sebelum
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akhirnya stabil. Namun, angkanya tidak mendekati 0. Semakin
tinggi angka mudik, semakin banyak penduduk yang terinfeksi.

Pada tahun 2021, masyarakat melakukan mudik antara
tanggal 8 sampai dengan 23 Mei 2021, seminggu sebelum dan
setelah Hari Raya Idul Fitri 12-14 Mei 2021. Jumlah masyarakat
yang melakukan mudik mencapai 1,5 juta. Sedangkan jumlah
yang telah divaksinasi sebanyak 13.697.256 orang (per 13 Mei
2021). Peningkatan jumlah masyarakat yang terinfeksi menca-
pai puncaknya pada tanggal 15 Juli 2023, sekitar 63 hari setelah
masyarakat melakukan mudik. Hal ini serupa dengan hasil simu-
lasi pada kasus 4 yang menunjukkan adanya peningkatan jumlah
masyarakat yang terinfeksi pada hari ke-60 setelah mudik (lihat
Gambar 6).

Gambar 7. Pengaruh tradisi mudik pada subpopulasi asimto-
matik (A): (a) 200 hari pertama, (b) 1000 hari per-
tama

Gambar 7 menunjukkan tren yang sama dengan populasi
yang terinfeksi (I). Tradisi mudik berdampak signifikan pada po-
pulasi asimtomatik (A). Perubahannya sangat drastis dari saat
tidak dilakukan mudik (kasus 1) hingga saat seluruh populasi me-
lakukan mudik (kasus 6). Pada kondisi tanpa mudik (kasus 1),
subpopulasi asimtomatik (A) meningkat pada 30 hari pertama,
menurun hingga hampir 0, dan stabil pada angka 0. Hal itu ju-
ga terjadi pada kondisi dilakukannya mudik dengan rasio migra-
si masuk, migrasi keluar, dan populasi rentan terpapar Covid-19
sebesar 0,2 (kasus 2). Namun, setelah mudik dilakukan (kasus
2 sampai 6), populasi asimtomatik (A) meningkat pada 50 ha-
ri pertama lalu menurun dan berfluktuasi hingga akhirnya stabil.
Namun, tidak mendekati angka 0. Semakin tinggi rasio mudik,
semakin banyak populasi asimtomatik (A).

4. Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan sebelumnya, dapat disimpulkan

bahwa penularan Covid-19 dapat dimodelkan menggunakan mo-
del matematika SV EIAR. Model SV EIAR memperhitungkan
faktor vaksinasi dan tradisi mudik. Dari uji stabilitas, karakteris-
tik dinamika kasus Covid-19 di S,E, I , danA bersifat semi stabil,
artinya akan bertambah pada waktu tertentu. Pada kondisi bebas
penyakit, populasi rentan stabil pada nilai tertentu. Sementa-
ra itu, populasi lainnya stabil mendekati 0 dan pada 0. Populasi
rentan pada kondisi bebas penyakit lebih besar dibandingkan pa-
da kondisi epidemi. Sebaliknya, populasi lainnya pada kondisi
bebas penyakit lebih sedikit dibandingkan pada kondisi epidemi.
Vaksinasi dapat menekan penularan Covid-19, sedangkan tradisi
mudik dapat meningkatkannya. Artinya, vaksinasi harus segera
dilakukan untuk menekan penyebaran penyakit. Penularan juga
dapat ditekan dengan mengendalikan pergerakan penduduk ke-
luar masuk negara (migrasi) dan mobilitas penduduk, terutama

pada musim mudik. Beberapa variabel dapat ditambahkan untuk
penelitian selanjutnya, seperti rawat inap, karantina mandiri, dan
parameter terkait lainnya.
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