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Batas Perturbasi Mutlak Nilai Eigen dari Matriks Normal

Dewi Ika Ainurrofiqoh1,∗, Merysa Puspita Sari1, Sailah Ar Rizka1, Nadia Kholifia1

1Jurusan Matematika, Universitas Jember, Jember 68121, Indonesia

ABSTRAK. Masalah nilai eigen pada matriks merupakan topik yang penting dalam komputasi numerik, khususnya
dalam analisis ketahanan nilai eigen terhadap gangguan atau perturbasi. Dalam studi ini, dibahas tentang batas
perturbasi mutlak pada nilai eigen suatu matriks, dengan fokus pada matriks normal dan pertimbangannya terha-
dap keeratan terhadap matriks normal. Berdasarkan teorema-teorema yang ada, batas perturbasi mutlak disajikan
dalam bentuk variasi yang melibatkan norma Frobenius dan kondisi-matriks dari matriks eigen. Penelitian ini mem-
bahas secara rinci hasil-hasil terkait batas perturbasi mutlak nilai eigen dan aplikasinya pada matriks normal. Pada
akhirnya, sebuah hasil penting mengenai batas galat dari nilai eigen dalam kasus matriks normal yang terpengaruh
oleh perturbasi diuraikan secara lengkap, serta membuktikan keterkaitan antara batas galat mutlak dan norma Fro-
benius dari pertubasi tersebut.

ABSTRACT. The eigenvalue problem in matrices is an important topic in numerical computation, particularly in
analyzing the sensitivity of eigenvalues to disturbances or perturbations. This study discusses the absolute pertur-
bation bounds on the eigenvalues of a matrix, focusing on normal matrices and their relationship to the condition
of normal matrices. Based on existing theorems, the absolute perturbation bounds are presented in various forms
involving the Frobenius norm and the condition number of the matrix eigenvectors. This research provides a detailed
discussion of results concerning the absolute perturbation bounds on eigenvalues and their applications to normal
matrices. Ultimately, an important result on the error bounds of eigenvalues in the case of normal matrices affected
by perturbations is fully explained, proving the connection between the absolute error bound and the Frobenius norm
of the perturbations.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of EULER: Department of Mathematics, Uni-
versitas Negeri Gorontalo, Jln. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan
Masalah nilai eigenmerupakan salah satumasalah yang uta-

ma dalam matriks [1]. Batas perturbasi nilai eigen memerankan
peran penting dalam komputasi nilai eigen matriks [2]. Misalkan
A adalah matriks berukuran n × n dan Ã = A + E adalah ma-
triks perturbasi dari A. Misalkan spec(A) = {λ1, . . . , λn} dan
spec(Ã) = {µ1, . . . , µn}. Kita ingin mengestimasi galat dari ni-
lai eigen dari Ã ketika dipandang sebagai aproksimasi terhadap
nilai eigen A.

Perturbasi klasik menghasilkan batas galat mutlak pada ni-
lai eigen [3]. Sebagai contoh, pada Teorema Bauer-Fike, batas per-
turbasi mutlak antara µ dan nilai eigen λ dari matriks A yang
dapat didiagonalkan [4] yaitu

|µ− λ| ≤ κ (X) ∥ E ∥,

dengan κ(X) =∥ X ∥∥ X−1 ∥ adalah bilangan kondisi dari X
matriks vektor eigen dari A.

Misalkan ∥ ·∥F menyatakan norma Frobenius dan ∥ ·∥2 me-
nyatakan norma spektral. Untuk bilangan bulat positif n, misalk-
an ⟨n⟩ = 1, 2, . . . , n . Batas perturbasi mutlak secara klasik telah
diperkenalkan oleh Hoffman-Wielandt [5]. Jika A dan Ã matriks
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normal maka terdapat permutasi σ dari ⟨n⟩ sedemikian sehingga√√√√ n∑
i=1

∣∣µσ(i) − λi

∣∣2 ≤ ∥E∥F . (1)

Untuk kasus A normal dan Ã sebarang matriks, Sun [6] te-
lah membuktikan bahwa terdapat permutasi σ dari ⟨n⟩ sedemi-
kian sehingga √√√√ n∑

i=1

∣∣µσ(i) − λi

∣∣2 ≤
√
n∥E∥F . (2)

Lebih jauh, secara umum, untuk dua buah matriks semba-
rang A dan Ã, Song [7] telah membuktikan bahwa√√√√ n∑

i=1

∣∣µσ(i) − λi

∣∣2 ≤
√
n
(
1 +

√
n− p

)
max

∥∥Q−1EQ
∥∥
F
,
∥∥Q−1EQ

∥∥1/m
F

,

(3)

dan∣∣µσ(i) − λi

∣∣ ≤ √
n
(
1 +

√
n− p

)
max

∥∥√nQ−1EQ
∥∥
2
,
∥∥√nQ−1EQ

∥∥1/m
F

,
(4)
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denganQ−1AQ = diag(J1, . . . , Jp) adalah bentuk Jordan dariA
dan m adalah ukuran blok Jordan terbesar dari A.

Selanjutnya, Li dan Sun [8] menyajikan batas mutlak per-
turbasi nilai eigen dari matriks normal dengan melibatkan kee-
ratan terhadap matriks normal. Misalkan A matriks normal dan
Ã = A + E. Asumsikan terdapat matriks uniter U sedemikian
sehingga

U ∗ ÃU = diag( Ã1, . . . , Ãs),

dengan 1 ≤ s ≤ n dan Ãi adalah matriks segitiga atas beru-
kuran ni × ni, i = 1, 2, . . . , s. Maka terdapat permutasi σ dari
⟨n⟩ sedemikian sehingga√√√√ n∑

i=1

∣∣µσ(i) − λi

∣∣2 ≤
√
n− s+ 1∥E∥F . (5)

Pers. (1), (2), (3), (4) dan (5) merupakan batas perturbasi
mutlak untuk nilai eigen dari suatu matriks. Selain batas pertur-
basi mutlak, juga terdapat batas perturbasi relatif nilai eigen dari
suatu matriks [9–11]. Eisenstat dan Ipsen [12] telah mempelajari
batas perturbasi relatif dari nilai eigen suatu matriks yang dapat
didiagonalkan. Selain itu, mereka juga mengemukakan bahwa
beberapa batas perturbasi mutlak dapat menghasilkan batas per-
turbasi relatif. Dengan demikian, batas perturbasi relatif tidak
lebih kuat daripada batas perturbasi mutlak [13]. Penelitian ten-
tang batas perturbasi mutlak juga telah dilakukan oleh Yuji Na-
kasutkasa. Pada penelitian tersebut [14] diberikan hasil pertur-
basi mutlak yang didefinisikan dalam metrik Euclidean standar,
dengan menurunkan teori perturbasi nilai eigen tipe Weyl untuk
pensil definit Hermitian A−λB, di mana B definit positif. Kare-
na matriks Hermit merupakan matriks normal tetapi sebaliknya
belum tentu berlaku, maka pada penelitian ini dibahas mengenai
batas perturbasi mutlak pada matriks normal dengan memperu-
mum hasil perturbasi mutlak pada matriks pensil definit Hermi-
tian ke pensil definit normal.

2. Dasar Teori
Misalkan A ∈ C(n×n) dan A [α | β] menyatakan subma-

triks A yang indeks barisnya diambil dari α dan indeks kolom-
nya diambil β dengan α, β ⊂ ⟨n⟩. Untuk alasan kesederhana-
an, A[α|α] dinyatakan sebagaiA[α]. Selanjutnya untuk sebarang
matriks A ∈ C(n×n) dapat ditulis

A = AD +AL +AU ,

dengan AD adalah bagian diagonal dari matriks A, AL adalah
bagian segitiga bawah dari matriks A dengan semua entri pada
diagonal utamanya adalah 0, dan AU adalah bagian segitiga atas
dari matriks A dengan semua entri pada diagonal utamanya ada-
lah 0. Selain itu, misalkanA(i) menyatakan baris ke-i dari matriks
A.

Lemma 1 berikut menyajikan sebuah identitas pada
elemen-elemen dari sebuah matriks normal.

Lemma 1. [6] Misalkan A ∈ C(n×n) adalah matriks normal.

Maka

n−1∑
j=1

n∑
l=j+1

(l − j) |ajl|2 =
n−1∑
l=1

n∑
j=l+1

(j − l) |ajl|2.

Selanjutnya, beberapa sifat untuk matriks normal dinyatak-
an dalam Lemma 2 dan Lemma 3.

Lemma 2. [8] Misalkan A ∈ C(n×n) adalah matriks normal
dan α ⊂ ⟨n⟩. Maka

∥A [α′|α]∥F = ∥A [α|α′]∥F ,

dengan α′ = ⟨n⟩\α.

Lemma 3. [8] Misalkan A ∈ C(n×n) adalah matriks normal,
maka untuk sebarang i ∈ ⟨n⟩,∥∥∥(AU )

(i)
∥∥∥
F
≤ ∥AL∥F dan

∥∥∥(AL)
(i)
∥∥∥
F
≤ ∥AU∥F .

3. Hasil dan Pembahasan

Penelitian ini membuktikan bahwa batas perturbasi mutlak
pada matriks normal dapat dicapai melalui pendekatan berbasis
permutasi dan norma Frobenius. Selanjutnya, generalisasi batas
perturbasi mutlak dari pensil Hermitian ke normal dengan me-
manfaatkan diagonalisasi uniter dan sifat spektral matriks normal
menghasilkan batas yang bergantung linear pada norm perturba-
si dan nilai eigen minimal.

Misalkan Ã ∈ C(n×n). Asumsikan terdapat matriks uniter
U sedemikian sehingga

U∗ÃU = diag
(
Ã1, . . . , ÃS

)
, (6)

dengan 1 ≤ s ≤ n, dan Ãi adalahmatriks segitiga atas berukuran
ni × ni, i = 1, . . . , s. Secara khusus, jika s = n, maka Ã adalah
matriks normal.

Batas perturbasi mutlak pada matriks normal dapat dica-
pai melalui pendekatan berbasis permutasi dan norma Frobenius
yang dinyatakan pada Teorema 1.

Teorema 1. [8] Misalkan A ∈ C(n×n) adalah matriks normal
dan Ã = A+ E memenuhi pers. (6). Maka terdapat permutasi
σ dari ⟨n⟩ sedemikian sehingga√√√√ n∑

i=1

∣∣µσ(i) − λi

∣∣2 ≤
√
n− s+ 1∥E∥F .

Bukti. Misalkan Ã = A+E. Misalkan terdapat matriks uniter U
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sedemikian sehingga

U∗ÃU = diag
(
Ã1, . . . , ÃS

)
,

dengan 1 ≤ s ≤ n, dan Ãi adalah matriks segitiga atas beru-
kuran ni × ni, i = 1, . . . , s. Tanpa mengurangi keumuman bukti
asumsikan bahwa

Ã = diag
(
Ã1, . . . , ÃS

)
= Λ+M

dengan M = diag(M1, . . . ,Ms) adalah matriks segitiga atas
dengan semua entri pada diagonal utama adalah 0, Mi adalah(
Ãi

)
U
, i = 1, . . . , s dan Λ adalah bagian diagonal dari Ã,

Λ = ÃD.
Misalkan A = (Aij)s×s dan E = (Eij)s×s adalah bentuk

blok partisi yang bersesuaian dengan bentuk blok partisi dari Ã.
Karena Ã = A+E dan Ã = Λ + M maka Λ−A = E−M dan
diperoleh (E −M)U = −AU , (E −M)L = EL = AL, dan
(E −M)D = ED. Oleh karena itu,

E −M = (E −M)D + (E −M)L + (E −M)U ,

= ED + EL + (E −M)U .

Akibatnya,

∥E −M∥2F = ∥ED∥2F + ∥EF ∥2F + ∥(E −M)U∥
2
F
. (7)

Selanjutnya, perhatikan bahwa

∥(E −M)U∥
2
F
=

∑
1≤i<j≤s

∥Eij∥2F +

s∑
i=1

∥(Eii)U −Mi∥2F ,

≤ ∥EU∥2F +

s∑
i=1

∥(Aii)U∥
2
F
.

(8)

Misalkan (Aii)
(j)
U menyatakan baris ke-j dari (Aii)U dan

misalkan ∥∥∥(App)
(k)
U

∥∥∥
F
= max

1 < i ≤ s
1 ≤ i ≤ ni

∥∥∥(AU )
(j)
ii

∥∥∥
F
.

Maka ∥(Aii)U∥
2
F
≤ (ni − 1)

∥∥∥(App)
(k)
U

∥∥∥2
F
.

Perhatikan bahwa
∑s

i=1 ni = n, sehingga diperoleh

s∑
i=1

∥(Aii)U∥
2
F
≤

s∑
i=1

(n− 1)
∥∥∥(App)

(k)
U

∥∥∥2
F
,

= (n− s)
∥∥∥(App)

(k)
U

∥∥∥2
F
.

(9)

Berdasarkan pers. (8) dan pers. (9) diperoleh

∥(E −M)U∥
2
F
≤ ∥EU∥2F + (n− s)

∥∥∥(App)
(k)
U

∥∥∥2
F
,

≤ ∥EU∥2F + (n− s)
∥∥∥A(t)

U

∥∥∥2
F
.

(10)

dengan t = n1 + · · ·+ np + k.

Berdasarkan Lemma 3, diperoleh∥∥∥A(t)
U

∥∥∥2
F
≤ ∥AL∥2F = ∥EL∥2F .

Dengan demikian, dari pers. (10) diperoleh

∥(E −M)U∥
2
F
≤ ∥EU∥2F + (n− s) ∥EL∥2F . (11)

Akibatnya, berdasarkan pers. (7) dan pers. (11) diperoleh

∥E −M∥2F = ∥ED∥2F + ∥EL∥2F + ∥(E −M)U∥
2
F

≤ ∥ED∥2F + ∥EL∥2F + ∥EU∥2F + (n− s) ∥EL∥2F
≤ ∥E∥2F + (n− s) ∥EL∥2F
≤ ∥E∥2F + (n− s) ∥E∥2F
= (n− s+ 1) ∥E∥2F ,

sehingga,
∥E −M∥F =

√
n− s+ 1∥E∥F .

Karena Λ−A = E −M maka ∥Λ−A∥F = ∥E −M∥F .
Karena A dan Λ matriks normal maka menurut Hoffman-

Wielandt [5], terdapat permutasi σ dari ⟨n⟩ sedemikian sehingga√√√√ n∑
i=1

∣∣µσ(i) − λi

∣∣2 ≤ ∥Λ−A∥F

= ∥E −M ∥F
≤

√
n− s+ 1∥E∥F .

Batas perturbasi mutlak pada matriks normal dalam kon-
teks pensil definit normal (dengan definit positif dan normal) da-
pat diperumum dari kasus pensil definit Hermitian melalui pen-
dekatan struktural dan analisis spektral.

Untuk pensil definit normal, transformasi Cholesky B =
LL∗ mengubah masalah nilai eigen generalisasi menjadi masalah
standar: L−1AL−∗y = λy dengan y = L∗x. Karena A normal
dan B definit positif, matriks L−1AL−∗ tetap normal jika A dan
B komutatif. Namun, dalam kasus umum, struktur normalitas
dipertahankan melalui dekomposisi spektral simultan.

Generalisasi batas perturbasi mutlak dari pensil Hermitian
ke normal dengan memanfaatkan diagonalisasi uniter dan sifat
spektral matriks normal menghasilkan batas perturbasi yang ber-
gantung linear pada norm perturbasi dan nilai eigen minimal B
yang dinyatakan dalam Teorema 2.

Teorema 2. Misalkan A dan B adalah matriks normal yang da-
pat didiagonalkan oleh matriks uniter U , sehingga

U∗AU = ΛA, U
∗BU = ΛB ,

dengan ΛA = diag(α1, ..., αn) dan ΛB = diag(β1, ..., βn),
serta βi ̸= 0 untuk semua i. Perhatikan pensil matriks A− λB
dan pensil matriks terperturbasi (A+∆A)−λ(B+∆B). Jika
λi =

βi

αi
adalah nilai eigen dari pensil asli, maka untuk setiap i,
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nilai eigen terperturbasi λ̃i memenuhi

|λ̃i − λi| ≤
∥∆A∥2 + |λi| ∥∆B∥2

|βi|

dengan ||.||2 adalah norma spektral (norma 2).

Bukti. Karena A dan B dapat didiagonalkan oleh U (bisa dibuk-
tikan jika A dan B normal dan komutatif [15]), maka

U∗AU = ΛA, U
∗BU = ΛB ,

sehingga, masalah nilai eigen generalisasiAx = λBxAx = λBx
ekuivalen dengan

ΛAy = λΛBy,

untuk y = U∗x, yang berarti untuk setiap i, αiyi = λβiyi, se-
hingga jika yi ̸= 0, diperoleh λi =

βi

αi
. Untuk pensil terperturba-

si:
(A+∆A)x = λ̃(B +∆B)x,

atau dalam basis diagonal:

(ΛA + U∗∆AU)y = λ̃(ΛB + U∗∆BU)y.

Misalkan EA = U∗∆AU dan EB = U∗∆BU , maka

(αi + (EA)ii) yi = λ̃ (βi + (EB)ii) yi.

Dengan demikian, jika yi ̸= 0:

λ̃i =
αi + (EA)ii
βi + (EB)ii

.

Ekspansi Taylor orde pertama untuk (βi + (EB)ii)
−1 mengha-

silkan:

λ̃i ≈
αi

βi
+

(EA)ii − λi(EB)ii
βi

,

sehingga:∣∣∣λ̃i − λi

∣∣∣ ≈ |(EA)ii − λi(EB)ii|
|βi|

≤
|(EA)ii|+ |λi| |(EB)ii|

|βi|
.

Karena |(EA)ii| ≤ ∥EA∥2 = ∥∆A∥2, diperoleh |(EB)ii| ≤
∥EB∥2 = ∥∆B∥2, diperoleh:∣∣∣λ̃i − λi

∣∣∣ ≤ ∥∆A∥2 + |λi| ∥∆B∥2
|βi|

.

4. Kesimpulan
Penelitian ini membahas batas perturbasi nilai eigen ma-

triks normal dengan melibatkan keeratan terhadap matriks nor-
mal. Batas perturbasi mutlak nilai eigen diperkenalkan untuk ma-
triks normal dan matriks perturbasi, yang dapat diestimasi de-
ngan menggunakan norma Frobenius. Beberapa teorema terkait
dengan batas galat nilai eigen telah dibuktikan, termasuk batas
perturbasi mutlak yang melibatkan norma matriks yang relevan.
Penelitian ini juga membuktikan bahwa batas perturbasi mutlak
pada matriks normal dapat dicapai melalui pendekatan berbasis
permutasi dan norma Frobenius, memberikan kontribusi penting

dalam pemahaman kesalahan dalam perhitungan nilai eigen. Ge-
neralisasi batas perturbasi mutlak dari pensil Hermitian ke normal
memanfaatkan diagonalisasi uniter dan sifat spektral matriks nor-
mal menghasilkan batas perturbasi yang bergantung linear pada
norm perturbasi dan nilai eigen minimal.
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