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ABSTRAK. Derivasi merupakan salah satu konsep penting dalam teori ring yang telah dikembangkan dalam ber-
bagai arah, termasuk generalisasi menjadi (o, T)-derivasi dengan melibatkan endomorfisma o dan 7. Meskipun
banyak studi telah mengkaji (o, T)-derivasi pada ring-ring seperti ring prima, semiprima, dan komutatif, kajian
eksplisit mengenai konstruksi derivasi semacam ini pada ring grup masih terbatas. Dalam artikel ini, dikonstruk-
sikan beberapa contoh konkret (o, T)-derivasi pada ring grup dan ditelusuri sifat-sifat aljabarnya. Pendekatan ini
memberikan ilustrasi sistematis terhadap karakterisasi derivasi pada struktur ring non-komutatif berbasis grup, serta
memperkuat pemahaman tentang hubungan antara endomorfisma dan sifat derivatif dalam ring grup.

ABSTRACT. Derivations play a fundamental role in ring theory and have been extensively studied and generalized,
including to (o, T)-derivations, which involve endomorphisms o and . While many studies have focused on (o, 7)-
derivations in prime, semiprime, or commutative rings, explicit constructions and investigations of such derivations in
group rings remain limited. This paper constructs several concrete examples of (o, T)-derivations on group rings and
explores their algebraic properties. The approach provides systematic illustrations and characterizations of derivations
in noncommutative ring structures based on groups, thereby contributing to the development of derivation theory in

group ring contexts.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of EULER: Department of Mathematics, Uni-
By _NC versitas Negeri Gorontalo, JIn. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan

Diberikan sebarang grup G dan ring R, serta suatu pemeta-
an a:G— R, maka himpunan RG yang terdiri dari jumlah formal
deG agyg, dengan a,cR dan geG, disebut sebagai ring grup
[1]. Ring grup merupakan salah satu objek penting dalam aljabar
abstrak yang telah banyak diteliti dan dikembangkan. Bebera-
pa studi yang relevan antara lain dilakukan oleh Kusmus [2], yang
meneliti elemen satuan idempoten pada ring grup komutatif; Os-
ba dkk. [3] yang membahas struktur U-ring grup; serta Sabhar-
wal dkk. [4] yang mengkaji tentang idempoten sentral dalam ring
grup hingga dari grup simetris.

Selain ring grup, konsep lain yang juga mendapatkan perha-
tian luas dalam aljabar abstrak adalah derivasi pada ring. Diberik-
anring R, suatu pemetaan aditif § : R — R disebut sebagai deri-
vasi jika untuk setiap a,b € R berlaku ¢ (ab) = ¢ (a) b+ ad (b).
Jika terdapat endomorfisma o dan 7 pada R, maka § disebut
(0, 7)-derivasi jika memenuhi § (ab) = 6 (a) 7 (b) + o (a)d (b)
untuk setiap a,b € R. Lebih lanjut, Jika terdapat elemen z € R,
maka (o, 7)-derivasi §, : R — R disebut (o, 7)-inner derivasi jika
0z (@) = 27 (a) — o (a) z untuk setiap a € R [5].

Berbagai penelitian sebelumnya telah mengkaji derivasi
dan turunannya pada berbagai jenis ring. Tiwari dkk. [6] me-
neliti elemen identitas terkait derivasi tergeneralisasi pada ideal
di ring prima, diikuti oleh studi Alahmadi dkk. [7] tentang ka-
rakterisasi derivasi tergeneralisasi pada ring prima. Tahun 2017
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menjadi salah satu puncak aktivitas penelitian di bidang ini, di-
tandai dengan karya Tiwari dkk. [8] tentang derivasi perkalian
tergeneralisasi pada ring semiprima, serta penelitian Tiwari 9]
tentang derivasi tergeneralisasi dengan polinomial multilinear.
Lee [10] mengkaji o-derivasi Jordan, serta Davvaz dan Ardekani
[11] meneliti derivasi Jordan tergeneralisasi dalam konteks ring
dengan elemen yang diasosiasikan.

Pada tahun-tahun berikutnya, topik ini terus berkembang.
Alharfie dan Muthana [12] meneliti komutatifitas ring prima de-
ngan homoderivasi, Ardakani dkk. [13] mengkaji derivasi pa-
da ring gamma prima dan semiprima, dan Boua serta Boua dan
Sogutcu [14] mengeksplorasi homoderivasi tergeneralisasi pada
ring semiprima. Secara khusus, studi mengenai (o, 7)-derivasi
juga telah banyak dilakukan. Garg dan Sharma [15] meneliti
(o, 7)-derivasi tergeneralisasi pada ring prima, diikuti oleh Re-
ddy dkk. [16] serta Reddy dan Subbarayudu [17] yang masing-
masing mengkaji sentralisasi dan sifat (o, 7)-derivasi pada ring
semiprima dan prima. Chauduri [5] meneliti (o, 7)-derivasi pada
ring grup, sementara Ibraheem [18], serta Guven [19], memperlu-
as kajian ini ke arah komutatifitas dan derivasi satu sisi pada ring
prima.

Walaupun telah banyak penelitian dilakukan mengenai
(o, 7)-derivasi, sebagian besar fokus penelitian sebelumnya ada-
lah pada struktur ring secara umum seperti ring prima, semipri-
ma, atau komutatif, serta kajian sifat-sifat algebra tertentu. Se-
mentara itu, kajian khusus mengenai contoh konkret dan eks-
plisit dari (o, 7)-derivasi pada ring grup masih terbatas, bahkan
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dalam penelitian Chauduri [5] pun belum dikaji secara mendalam
konstruksi umum dan karakterisasi sifat-sifat derivasi tersebut.
Oleh karena itu, makalah ini bertujuan untuk mengisi kekosongan
tersebut dengan mengonstruksi beberapa contoh eksplisit (o, 7)-
derivasi pada ring grup serta mengkaji sifat-sifat aljabarnya seca-
ra sistematis, sebagai kontribusi terhadap pengembangan teori
derivasi dalam struktur ring non-komutatif berbasis grup.

2. Metode

Penelitian ini bersifat teoritis dengan pendekatan deduktif
berdasarkan konsep ring, grup, dan derivasi. Beberapa hasil da-
sar dari literatur digunakan sebagai landasan dalam membangun
argumen dan pembuktian. Berikut disajikan beberapa sifat pen-
ting yang akan digunakan dalam analisis selanjutnya.

Lemma 1. [20] Jika 1 merupakan elemen satuan di R, maka 1
merupakan elemen satuan di RG.

Lemma 2. [20] RG komutatif jika dan hanya jika R ring komu-
tatif dan G grup komutatif.

Lemma 3. [20] Jika R merupakan ring komutatif, maka setiap
elemen di R merupakan center di RG.

Lemma 4. [5] Jika R merupakan ring dengan elemen satuan dan
0 : R — R merupakan (o, T)-derivasi di R, maka 6 (1) = 0.

Teorema 1. [5] Diberikan ring R serta o dan T endomorfisma di
R yang memetakan setiap center dari R ke dirinya sendiri, maka
untuk suatu (o, 7)-derivasi 6 di R berlaku 6 (z™) = nx"™ 1§ (z)
untuk setiap x € Z (R).

Teorema 2. [5] Diberikan lapangan R serta o dan T endomor-
fisma di RG yang memetakan setiap center dari RG ke dirinya
sendiri, maka (o, T)-derivasi di RG merupakan (o, T)-inner de-
rivasi di RG.

3. Hasil dan Pembahasan

Selanjutnya, akan disajikan sebuah lemma yang menjelas-
kan kondisi agar suatu elemen di ring grup termasuk dalam center
ring grup tersebut, berdasarkan sifat elemen-elemen penyusun-
nya di ring dan grup asal.

Proposisi 1. Jika v, merupakan center di R dan g merupakan
center di G, maka geG 99 merupakan center di RG.

Bukti. Diberikan o = dea rqg € RG dengan r, merupakan

center di R dan g merupakan center di G. Akan dibuktikan bahwa
a= dec ry9 merupakan center di RG.
Diberikan sebarang 5 = ZheG sph € RG, maka berlaku:

a~B:Z rgg-z sph

geG heG
= Z T9Sn gh
g,heG
= Z spTg hg
g,heG
=3 Y
heG geG
=0 a.
Terbukti bahwa o merupakan center di RG. O

Berikut disajikan sebuah lemma yang menyatakan bahwa
kombinasi endomorfisma pada ring dan grup dapat membentuk
endomorfisma pada ring grup. Hasil ini akan menjadi dasar dalam
membangun bentuk umum dari (o, 7)-derivasi pada ring grup.

Proposisi 2. Jika ¢ merupakan endomorfisma pada ring R dan
w merupakan endomorfisma pada grup G, maka pemetaan 6 :

RG — RG dengan 6 (dec rgg) = 4ec P(rgw(g)
untuk setiap > geG T99 € RG merupakan endomorfisma ring
di RG.

Bukti. Misalkan ¢ merupakan endomorfisma pada ring R dan w
endomorfisma pada grup GG. Diberikan pemetaan 6 : RG —
RG dengan 6 (dec: rgg) =2 ,eq ¢(rg)w(g) untuk setiap

dea rq9 € RG.
Akan ditunjukkan bahwa 6 merupakan endomorfisma di RG.

1. Diberikan sebarang o = > . 749, B = > ,cq Sq9 €
RG, maka berlaku:

0(a+p5)=10 Z rgg—f—z 549

geG geG

=0 Z (rg +4) 9

geG
= Z @ (rg+sg)w(9)
geG
=D (p(rg) +9(s0) w(9)
geG
=Y o(rg) wlg)+ Y ¢(sg) wlg)
geG geG
=40 Z rgg | +0 Z 569
geG geG
=0 (a)+0(8).
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2. Diberikan sebarang o = deG 799, B = D peq Shh €
RG, maka berlaku:

O(a-p)=10 Z rgg'z sph

geG heG

=40 Z TgSn gh

g,heG

> (p(rgsn)) (w(gh))

g,heG

— Z (@ (rg) v (sn)) (w(g)w(h))

g,heG

> elrgwlg)- > @(sn)w(h)

geG hEG

=0 > reg -9(2 shh>.

geG heG

Terbukti bahwa 6 merupakan endomorfisma di RG. O

Setelah disajikan beberapa hasil pendukung, berikut dibe-
rikan satu contoh (o, 7)-derivasi pada ring grup Z (F'), yaitu ring
grup dari himpunan bilangan bulat Z dengan grup bebas F'. Con-
toh ini bertujuan untuk menunjukkan secara eksplisit bagaimana
konstruksi (o, 7)-derivasi dapat diterapkan dalam konteks ring
grup tertentu.

Contoh 1. Diberikan grup (F,+) yang merupakan him-
punan semua fungsi dari R ke R. Diberikan ring bilang-
an bulat (Z,+,). Dibentuk ring grup Z (F) dengan

Z(F)={Sser 14/ | rs€2, feF}.
finisikan endomorfisma & dan 7 pada ring Z dengan
0 (2) =T (z) =z, untuk setiap z€Z. Di sisi lain, didefinisikan
endomorfisma o dan 7 pada grup F' dengan o (f) = 2f dan
7 (f)= —f, untuk setiap f€F.

Kemudian, didefinisikan pemetaan o dan 7 pada ring
grup Z (F') dengan

Selanjutnya, dide-

| S | = 50 (),

fer feF

dan

AR EDPRACHEITE

feF fer

untuk setiap > ¢ 75 fEZ(F).

Karena & dan 7 merupakan endomorfisma di ring Z,
serta 0 dan 7 merupakan endomorfisma di grup F', maka
berdasarkan Proposisi 2, pemetaan ¢ dan 7 merupakan en-

domorfisma pada ring Z (F).
Selanjutya, didefinisikan pemetaan aditif
0:Z(F)—Z(F) dengan ¢ (a)=0(a)—7(a), untuk

setiap a€Z (F). Akan ditunjukkan bahwa § merupakan
(o, 7)-derivasi pada ring grup Z(F'). Untuk sebarang

a, BEZ (F'), berlaku:

+o(a)(e(8) —7(8))
= 0(a)7(8) = T()7(B)
+o(a)o(B) - a(a)r(h)
= —7(a)7(B) + o(a)o(B)
= o(a)a(B) — 7(a)T(B)
= o(af) = 7(ap)
= d(ap)

Dengan demikian, terbukti bahwa § merupakan (o,7)-
derivasi pada Z (F).

Setelah (o, 7)-derivasi pada ring grup Z (F’) diberikan, ber-
ikut adalah contoh (o, 7)-derivasi pada ring grup R (M, (Q)).

Contoh 2. Diberikan ring (R, +, -) serta grup matriks inver-
tible (M5 (Q),-). Didefiniskan ring grup R (M (Q)) =
{erMZ(Q) rad ’ ra €R, A€ M, (@)}.

Selanjutnya, didefinisikan endomorfisma & dan 7 pa-
da ring R dengan o (r) = 7 (r) = r, untuk setiap r € R.
Lebih lanjut, didefinisikan endomorfisma ¢ dan 7 pada grup
(M5 (Q), ) dengan

o (A) = [ _a _db } dan 7 (4) = [ Z Z ],untuk
setiap A = { ‘bl fi ] € (M; (Q)).

Kemudian, didefinisikan pemetaan ¢ dan 7 pada ring
grup R (M3 (Q)) dengan

o Z raA | = Z o (ra)o(A)
AeM>(Z) AeM;(z)
dan
T Z raA | = Z T(ra)7 (4),

A€eMs(Z)

untuk setiap 3 47, z) 744 € R(M2 (Q)).

Karena o dan 7 merupakan endomorfisma di ring R,
serta o dan 7 merupakan endomorfisma di grup M (Q), ma-
ka berdasarkan Proposisi 2, pemetaan ¢ dan 7 merupakan
endomorfisma pada ring grup R (Ms (Q)).

AeM>(Z)
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Selanjutnya, didefinisikan aditif

0:R (M2 (Q)) — R (M (Q)) dengan

0 ()

untuk setiap @ € R (M5 (Q)) dan suatu k € R.

Akan ditunjukkan bahwa ¢ merupakan (o, 7)-derivasi
pada R (M (Q)) . Untuk sebarang «, 8 € R (M5 (Q)), ber-
laku:

pemetaan

=7k -a)—0ck-a),

d(a+B) =T1(k(a+B)) —a(k(a+8))
= 7(ka + kB) — o(ka + kB)
= 7(ka) + 7(kB) — (0(ka) + o(kp))

\
ﬁ

ka) — o(ka) + 7(kB8) — a(kp)
6(a) +6(B).

Selanjutnya, karena k£ € R dan R merupakan ring komutatif,
berdasarkan Lemma 3, k merupakan center di R (M5 (Q)),
sehingga untuk setiap «, 8 € R (M> (Q)), maka berlaku:

0(a)7(B) + 9(a)d(B) = (7(ka) — a(ka))
)

|
\]

(
(
(
(k) +7(kB) — o(ka) — o(kp)
(
(

= 7(ka)7(B

+ ko(a)7(8) — o(a)o(kB)
= 7(ka)7(8) — o(a)o(kpB)
= 1(kaf) — o(akpB)
= 7(kaB) — o(kap)
= 6(ap).

Terbukti bahwa ¢ merupakan suatu (o, 7)-derivasi pada

R (M (Q)).

Setelah diberikan dua contoh eksplisit (o, 7)-derivasi pada
ring grup, bagian berikut menyajikan proposisi yang menunjuk-
kan bagaimana operasi penjumlahan antara dua (o, 7)-derivasi
menghasilkan bentuk baru dari (o, 7)-derivasi. Hasil ini memper-
luas struktur aljabar dari himpunan (o, 7)-derivasi dan menun-
jukkan kestabilannya terhadap operasi-operasi tersebut.

Proposisi 3. Jika 61 : RG — RG adalah (o, T)-derivasi dan
02 : RG — RG adalah (o, T)-derivasi, maka 61 + 02 : RG —
RG merupakan (o, T)-derivasi.

Bukti. Untuk sebarang v =3~ 149, B =3 cc Sq9 € RG,
berlaku:

(51 + (52)(0& + ﬂ) = (51(& + ﬁ) + (52(0& + ﬂ)

- 51(&) + 51(6) + 52(04) + 62(5)
karena §; dan d5 bersifat aditif

= (61 + 82) () + (61 + 62)(B).

Dengan kata lain, terbukti §; + 62 merupakan pemetaan aditif.
Selanjutnya, d; + d2 juga memenuhi aturan Leibniz, yaitu:

(01 4 02)(aBB) = 61 (aBB) + d2(B)
= (01()7(B) + o(a)d1(B))
+ (62(a)7(B) + o(a)d2(B))
= (61(a)7(B) + d2(a)7(B))
+ (o()d1(B) + o(a)d2(5))
= (61 4 02)(a)7(B) + o(a)(01 + 62)(B).

Dengan demikian, terbukti bahwa §; + d2 merupakan (o, 7)-
derivasi. 0

4. Kesimpulan

Penelitian ini menunjukkan bahwa dengan adanya en-
domorfisma ¢ pada ring R dan w pada grup G, dapat di-
bangun endomorfisma 6 pada ring grup RG melalui definisi

0 (deg rgg) =2 ,eq ¢(rg)w(g) untuk setiap 7, € R dan
g € @. Selanjutnya, dengan mendefinisikan endomorfisma o
dan 7 yang sesuai di RG, dapat dibentuk pemetaan aditif d yang
memenuhi sifat (o, 7)-derivasi.

Melalui dua contoh eksplisit, ditunjukkan secara sistematis
bagaimana konstruksi (o, 7)-derivasi diterapkan pada ring grup
tertentu, sekaligus menelusuri sifat aljabarnya. Hasil ini mem-
perlihatkan bahwa struktur ring grup cukup fleksibel untuk men-
dukung generalisasi konsep derivasi. Secara keseluruhan, studi
ini memberikan kontribusi konkret dalam literatur dengan me-
nawarkan pendekatan konstruktif terhadap (o, 7)-derivasi dalam
ring grup, serta membuka peluang untuk eksplorasi lebih lanjut
dalam konteks ring non-komutatif dan struktur algebra terkait.
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