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Penentuan Spektrum pada Variasi Graf Barbel

Neli Septiana Putri1 dan Isnaini Rosyida1,∗

1Departemen Matematika, Universitas Negeri Semarang, Kota Semarang 50229, Indonesia

ABSTRAK. Penelitian ini bertujuan menganalisis penentuan spektrum dari variasi graf barbel, di mana variasi ter-
sebut dilakukan dengan memodifikasi jumlah simpul pada jembatan antar graf lengkap pada graf barbel. Spektrum
tersebut berisi nilai-nilai eigen dari matriks ketetanggaan variasi graf barbel beserta multiplisitasnya. Metode pe-
nelitian yang digunakan meliputi analisis secara manual menggunakan pendekatan aljabar linear seperti ekspansi
kofaktor, faktorisasi polinomial karakteristik, teorema akar rasional, dan skema Horner. Kemudian, hasil analisis
manual divalidasi menggunakan bantuan pemrograman Python. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa semakin
panjang dan kompleks jembatan yang menghubungkan kedua graf lengkap, maka semakin besar keberagaman nilai
eigen yang dihasilkan. Diperoleh spektrum dari graf barbelB (n, 1) terdiri dari nilai eigen: λ1, n− 1, λ2,−1, λ3

dengan multiplisitas berturut-turut 1,1,1, 2n − 3, 1. Sedangkan spektrum dari graf barbel B (n, 2) terdiri dari
nilai eigen: λ1, λ2, λ3, λ4.−1, λ5, λ6 dengan multiplisitas berturut-turut 1,1,1,1, 2n−4, 1. Penelitian ini mem-
berikan kontribusi teoritis tentang hubungan antara struktur graf yang kompleks dengan representasi spektralnya.

ABSTRACT. This study aims to analyze the determination of the spectrum of barbel graph variations, where the
variations are made by modifying the number of nodes on the bridge between complete graphs on barbel graphs. The
spectrum contains the eigenvalues of the adjacencymatrix of the barbel graph variations along with their multiplicities.
The analysis method is done manually using linear algebra approaches such as cofactor expansion, characteristic
polynomial factorization, rational root theorem, and Horner’s scheme. Then, the results are validated using Python
programming. The results of this study show that the longer and more complex the bridge connecting the two
complete graphs, the greater the diversity of eigen values produced. The spectrum of barbel graph B (n, 1) consists
of the eigenvalues λ1, n− 1, λ2,−1, λ3 with their multiplicities 1,1,1, 2n − 3, 1. Further, the spectrum of
barbel graph B (n, 2) consists of the eigenvalues λ1, λ2, λ3, λ4. − 1, λ5, λ6 with their multiplicities 1,1,1,1,
2n− 4, 1, respectively. This research provides theoretical contributions regarding the relationship between complex
graph structures and their spectral representations.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of EULER: Department of Mathematics,
Universitas Negeri Gorontalo, Jln. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan
Konsep-konsep utama dalam aljabar linear seperti matriks,

nilai eigen, dan vektor eigen memiliki peran penting dalam me-
nyelesaikan berbagai persoalan matematis yang melibatkan sis-
tem linear. Salah satu penerapan dari konsep tersebut adalah
pada analisis struktur graf, di mana suatu graf dapat direpresen-
tasikan secara numerik melalui matriks, khususnya matriks kete-
tanggaan (adjacency matrix) [1]. Matriks ketetanggaan dari graf
sederhana merupakan matriks berukuran n× n dengan entri pa-
da baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 0 atau 1. Dalam konteks ini,
nilai-nilai eigen dari matriks ketetanggaan beserta multiplisitas-
nya membentuk suatu spektrum graf. Oleh karena itu, untuk me-
nentukan spektrum adjacency suatu graf diperlukan penjabaran
matriks ketetanggaan, perhitungan nilai eigen, serta penentuan
multiplisitasnya. Representasi graf melalui matriks ketetanggaan
memungkinkan penerapan teori aljabar secara langsung dalam
memahami struktur dan sifat-sifat graf. Setiap nilai eigen dari ma-
triks ketetanggaan berkaitan dengan pola hubungan antar simpul
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yang bersifat stabil terhadap perubahan struktur lokal graf.

Graf barbel merupakan salah satu kelas graf yang relatif ja-
rang dikaji dalam konteks spektrum graf. Penelitian sebelumnya
umumnya berfokus pada banyaknya pohon pembangun graf bar-
bel [2]. Graf barbel B2p diperoleh dengan menghubungkan dua
graf lengkap Kp menggunakan sebuah sisi penghubung (bridge)
[2]. Graf lengkap dengan p simpul, dilambangkan dengan Kp,
adalah graf sederhana di mana setiap dua simpul saling terhu-
bung secara langsung, sehingga setiap simpul pada Kp memiliki
derajat p − 1 [3]. Misalkan e merupakan suatu sisi dari graf G,
maka G − {e} adalah graf yang diperoleh dari G dengan meng-
hapus sisi e. Jika G − {e} tidak lagi terhubung, maka e disebut
sebagai jembatan (bridge) pada G [4].

Kajian mengenai spektrum graf telah dilakukan pada ber-
bagai jenis graf tertentu. Spektrum graf merupakan himpunan
nilai-nilai eigen dari matriks ketetanggaan beserta multiplisitas
masing-masing nilai eigen [5]. Agustina et al. [5] meneliti spek-
trum graf sederhana seperti graf bintang, graf mahkota, dan graf
tangga. Selanjutnya, Oktriyansa et al. [6] membahas spektrum
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matriks Laplacian dari graf bipartit lengkap, termasuk bentuk po-
linomial karakteristik dan nilai eigennya beserta multiplisitas. Pe-
nelitian tersebut berhasil menentukan rumus umum spektrum La-
placian dengan menunjukkan adanya pola ketergantungan terha-
dap ukuran graf.

Kholifah et al. [7] memperoleh bentuk umum spektrum
detour dan indeks detour dari graf berlian Brn untuk n ≥ 3.
Langkah-langkah yang digunakan mencakup pembuatan graf, pe-
nentuan matriks detour, perhitungan polinomial karakteristik,
dan penurunan bentuk umum spektrum. Kajian serupa dilakukan
oleh Komarullah [8] yang menganalisis spektrum adjacency pada
graf buku segitiga (K1,1,n), serta oleh Karmilawati [9] yang me-
neliti spektrum detour pada graf helm tertutup (CHn). Abdy et
al. [10] membahas spektrummatriks detour dari graf roda dengan
n+1 titik (Wn), sementara Mulyani et al. [11] meneliti spektrum
pada graf reguler kuat.

Selain itu, Sason et al. [12] menelaah sifat-sifat spektrum
graf berdasarkan beberapa jenis matriks, antara lain matriks ke-
tetanggaan, Laplacian, sign Laplacian, dan Laplacian ternormalisa-
si. Sewar et al. [13] mengkaji spektrum matriks ketetanggaan
graf Cayley pada grup Zn, sedangkan Kumari dan Panigrahi [14]
meneliti spektrum matriks ketetanggaan dari power graph serta
komplemennya. Penelitian Triyani et al. [15] membahas spek-
trum Laplacian pada graf mahkota dan graf bentang, dan Alfin et
al. [16] menganalisis spektrum matriks detour pada graf teratur.

Berbeda dengan penelitian-penelitian terdahulu, peneliti-
an ini berfokus pada analisis spektrum dari variasi graf barbel.
Dalam penelitian ini, dibentuk variasi graf barbel dengan me-
nambahkan simpul pada jembatan penghubung. Variasi graf bar-
bel B(n, k) merupakan graf tak berarah yang dibentuk dengan
menghubungkan dua graf lengkap Kn melalui sebuah jembatan,
kemudian menyisipkan k simpul pada jembatan tersebut. Variasi
pertama (B(n, 1)) diperoleh dengan menambahkan satu simpul
pada jembatan, sedangkan variasi kedua (B(n, 2)) dengan me-
nambahkan dua simpul. Secara struktural, graf barbel tergolong
kompleks karena menggabungkan dua bentuk keterhubungan,
yaitu keterhubungan penuh dan keterhubungan jalur.

Pembentukan variasi graf barbel ini merupakan salah satu
kebaruan (novelty) dalam penelitian. Tujuan penelitian ini adalah
menentukan spektrum dari dua variasi graf barbel B(n, 1) dan
B(n, 2) serta menganalisis karakteristik spektrumnya. Banyak-
nya simpul yang disisipkan pada jembatan berpengaruh langsung
terhadap struktur matriks adjacency dan distribusi nilai eigennya.
Kajian terhadap variasi ini menjadi penting karena dapat mene-
lusuri pengaruh perubahan struktur graf terhadap dimensi ruang
eigen. Sejauh penelusuran literatur, belum ditemukan penelitian
yang secara khusus membahas spektrum dari variasi graf barbel.
Oleh karena itu, penentuan spektrum dari graf barbel dengan va-
riasi penyisipan simpul pada jembatan menjadi kontribusi orisi-
nal dalam penelitian ini.

Melalui kajian variasi graf barbel dari sudut pandang spek-
tral, penelitian ini diharapkan dapat memperluas pemahaman
mengenai hubungan antara struktur graf yang kompleks dengan
representasi spektralnya. Selain itu, penelitian ini juga membe-
rikan kontribusi teoritis dalam pengembangan analisis spektral
graf dengan menggunakan pendekatan aljabar linear.

2. Metode
Penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif-

kuantitatif yang bersifat teoritis dan eksploratif. Pendekatan
ini digunakan untuk menganalisis struktur dan spektrum variasi
graf barbel berdasarkan konsep-konsep aljabar linear. Jenis
penelitian ini termasuk dalam kategori penelitian murni (pure
research) di bidang matematika, khususnya dalam cabang aljabar
linear dan teori graf.

Proses analisis data dalam penelitian ini terdiri atas bebe-
rapa langkah berikut:
1. Mengumpulkan data berupa struktur variasi graf barbel yang

dibentuk secara sintetik dengan memodifikasi jumlah sim-
pul pada jalur penghubung.

2. Membentuk graf ke dalam matriks ketetanggaan (adjacency
matrix) yang merepresentasikan keterhubungan antar sim-
pul.

3. Menghitung nilai-nilai eigen dari matriks ketetanggaan.
4. Menentukan vektor-vektor eigen dari setiap nilai eigen dari

masing-masing ruang eigen.
5. Menghitung dimensi ruang eigen sebagai ukuran dari ba-

nyaknya vektor bebas linear yang menyusun ruang tersebut.
6. Menganalisis hasil polinomial karakteristik dari matriks ke-

tetanggaan variasi graf barbel dengan menggunakan pende-
katan aljabar linear, metode induksi matematika, dan juga
komputasi Python.

7. Menafsirkan hasil spektrum dari masing-masing variasi graf
untuk melihat bagaimana perubahan struktur jalur meme-
ngaruhi nilai dan ruang eigen.

8. Menyimpulkan hasil analisis untuk mengidentifikasi pola hu-
bungan antara struktur graf dan karakteristik spektralnya.

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Pola Spektrum Variasi Graf Barbel B(n, 1)

Variasi graf barbelB(n, 1)merupakan graf tak berarah yang
dibentuk dengan menyisipkan satu titik pada jembatan graf bar-
belB2n. Secara struktur graf ini dapat digambarkan sebagai jalur
Kn − x−Kn, dengan x sebagai simpul pada jembatan yang ter-
hubung langsung ke masing-masing graf lengkap. Visualisai dari
variasi graf barbel B(3, 1) disajikan pada Gambar 1.

Gambar 1. Variasi graf barbel B(3, 1)

Variasi dilakukan denganmenyisipkan satu titik x pada jem-
batan graf barbel B2.3, yaitu graf yang terdiri dari 2 buah graf
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lengkap K3 yang dihubungkan oleh sebuah jembatan. Banyak-
nya simpul pada variasi graf barbel B(n, 1) sebagai berikut:

|V (B (n, 1))| = |V (Kn)|+ |x |+ |V (Kn)|
= n+ 1 + n = 2n+ 1.

Berdasarkan definisi variasi graf barbel B (n, 1) dan ba-
nyaknya titik 2n + 1 diketahui bahwa ukuran matriks ketetang-
gaan pada variasi graf barbelB(n, 1) adalah (2n+1)× (2n+1).
Berikut ini disajikan bentuk umum matriks ketetanggaan dari va-
riasi graf barbel kelas pertama:

A(Bn,1) =



0 1 · · · 1
1 0 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 0

0
0
...
1

0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

0 0 · · · 1 0 1 0 · · · 0

0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

1
0
...
0

0 1 · · · 1
1 0 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 0


Terlihat bahwa bentuk matriks ketetanggaan dari variasi

graf barbel B(n, 1) secara umum dapat disusun dalam bentuk
blok-blok matriks yang terdiri atas dua blok matriks ketetang-
gaan graf lengkap A(Kn), dua blok vektor satuan (vektor basis
standar), dua blok matriks basis, serta dua blok matriks nol.

Setelah memperoleh bentuk matriks ketetanggaan dari va-
riasi graf barbelB(n, 1), polinomial karakteristiknya dapat diten-
tukan denganmenyelesaikan persamaan det(λI−A(B(n, 1))) =
0. Tabel 1 menyajikan hasil polinomial karakteristik dari ma-
triks ketetanggaan variasi graf barbel B(n, 1) untuk n =
3, 4, 5, . . . , 10.

Tabel 1. Polinomial karakteristik dari matriks ketetanggaan
B(n, 1)

Variasi Graf Barbel Polinomial Karakteristik
B(3, 1) (λ− 2)(λ+ 1)3(λ3 − λ2 − 4λ+ 2)
B(4, 1) (λ− 3)(λ+ 1)5(λ3 − 2λ2 − 5λ+ 4)
B(5, 1) (λ− 4)(λ+ 1)7(λ3 − 3λ2 − 6λ+ 6)
B(6, 1) (λ− 5)(λ+ 1)9(λ3 − 4λ2 − 7λ+ 8)
B(7, 1) (λ− 6)(λ+ 1)11(λ3 − 5λ2 − 8λ+ 10)
B(8, 1) (λ− 7)(λ+ 1)13(λ3 − 6λ2 − 9λ+ 12)
B(9, 1) (λ− 8)(λ+ 1)15(λ3 − 7λ2 − 10λ+ 14)
B(10, 1) (λ− 9)(λ+ 1)17(λ3 − 8λ2 − 11λ+ 16)

Berdasarkan polinomial karakteristik pada Tabel 1, untuk
membentuk polinomialB(n, 1) dapat diperoleh dari B(n−1, 1)
dengan cara sebagai berikut:

pn(λ) = (λ− ((n− 2) + 1))(λ+ 1)2(n−1)−3+2(
λ3 − ((n− 1)− 2 + 1)λ2 − ((n− 1) + 1 + 1)λ

+ 2(n− 1)− 4 + 2
)

= (λ− (n− 1))(λ+ 1)2n−3
(
λ3 − (n− 2)λ2 − (n+ 1)λ

+ 2n− 4
)
.

Dari kasus-kasus di atas, dapat diperkirakan bahwa pola umum
untuk pn(λ) adalah

pn(λ) = (λ−(n−1))(λ+1)2n−3
(
λ3−(n−2)λ2−(n+1)λ+2n−4

)
.

Polinomial karakteristik di atas dinyatakan pada Teorema 1.

Teorema 1. Polinomial karakteristik dari matriks ketetanggaan
variasi graf barbel B(n, 1) untuk n ≥ 3 adalah

p(λ) = (λ−(n−1))(λ+1)2n−3
(
λ3−(n−2)λ2−(n+1)λ+2n−4

)
.

Bukti. Untuk menentukan bentuk umum polinomial karakteris-
tik dari matriks ketetanggaan variasi graf barbel B(n, 1), da-
pat menggunakan pendekatan rekursif berdasarkan sifat struk-
tur graf dan karakteristik nilai eigen dari graf lengkap. Pendekat-
an ini bertujuan untuk menunjukkan bahwa setiap pertambahan
orde n pada graf lengkap Kn mempertahankan bentuk umum
polinomial karakteristik yang diberikan dalam Teorema 1.
Langkah 1: Basis Induksi.
Untuk n = 3, dari hasil komputasi simbolik seperti pada Tabel 1
diperoleh bahwa:

p3(λ) = (λ− 2)(λ+ 1)3(λ3 − λ2 − 4λ+ 2).

Bentuk ini sesuai dengan rumus umum:

pn(λ) = (λ−(n−1))(λ+1)2n−3(λ3−(n−2)λ2−(n+1)λ+2n−4).

Untuk n = 3, diperoleh:
1. Nilai eigen pertama:

λ− (n− 1) = λ− (3− 1) = λ− 2,

2. Nilai eigen kedua:

(λ+ 1)2n−3 = (λ+ 1)2(3)−3 = (λ+ 1)3,

3. Nilai eigen pada faktor kubik:

λ3−(n− 2)λ2 − (n+ 1)λ+ 2n− 4

= λ3 − (3− 2)λ2 − (3 + 1)λ+ 2(3)− 4

= λ3 − λ2 − 4λ+ 2,

sehingga basis induksi untuk n = 3 terbukti benar.
Langkah 2: Langkah Induksi.
Asumsi Induksi.
Misalkan untuk suatu bilangan bulat n = k ≥ 3, polinomial ka-
rakteristik dari variasi graf barbel B(k, 1) adalah

pk(λ) = (λ−(k−1))(λ+1)2k−3(λ3−(k−2)λ2−(k+1)λ+2k−4).

Diasumsikan pk(λ) benar.
Akan ditunjukkan bahwa untuk n = k + 1, bentuk polinomial
karakteristik pk+1(λ) tetap mengikuti rumus:

pk+1(λ) = (λ− ((k + 1)− 1))(λ+ 1)2(k+1)−3(λ3 − ((k + 1)− 2)λ2

− ((k + 1) + 1)λ+ 2(k + 1)− 4).

Selanjutnya, diperoleh:
1. Nilai eigen pertama:

λ− ((k + 1)− 1)) = (λ− k),
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2. Nilai eigen kedua:

(λ+ 1)2(k+1)−3 = (λ+ 1)2k−1,

3. Nilai eigen pada faktor kubik:

λ3 − ((k + 1)− 2)λ2 − ((k + 1) + 1)λ+ 2(k + 1)− 4

= λ3 − (k − 1)λ2 − (k + 2)λ+ 2k − 2.

Sehingga polinomial karakteristik untuk n = k + 1 adalah

pk+1(λ) = (λ−k)(λ+1)2k−1(λ3−(k−1)λ2−(k+2)λ+2k−2).

Diperhatikan bahwa perubahan dari n = k ke n = k + 1
mengubah setiap koefisien dalam faktor kubik secara linear ter-
hadap n. Hal ini menunjukkan bahwa bentuk umum polinomial
karakteristik tersebut bersifat rekursif dan stabil terhadap per-
tambahan orde simpul n.

Teorema 2. Misalkan B(n, 1) adalah variasi graf barbel kelas
pertama, maka spektrumnya dinyatakan sebagai:

Spec(B(n, 1)) =

[
n− 1 −1 λ1 λ2 λ3

1 2n− 3 1 1 1

]
.

Bukti. Berdasarkan Teorema 1, diperoleh bentuk umum polino-
mial karakteristik dari variasi graf barbel B(n, 1) untuk setiap
n ≥ 3 adalah

pn(λ) = (λ−(n−1))(λ+1)2n−3(λ3−(n−2)λ2−(n+1)λ+2n−4).

Selanjutnya, berdasarkan Teorema 1 diperoleh:
1. Nilai eigen dari faktor (λ−(n−1)) adalah λ = n−1 dengan

multiplisitas 1.
2. Nilai eigen dari faktor (λ + 1)2n−3 adalah λ = −1 dengan

multiplisitas 2n− 3.
3. Nilai eigen dari faktor kubik (λ3−(n−2)λ2−(n+1)λ+2n−

4) adalah tiga akar berbeda, yaitu λ1, λ2, dan λ3, masing-
masing dengan multiplisitas 1.

Dengan demikian, berdasarkan definisi spektrum graf diperoleh

Spec(B(n, 1)) =

[
n− 1 −1 λ1 λ2 λ3

1 2n− 3 1 1 1

]
.

Contoh 1. Berikut ini diberikan contoh spektrum dari vari-
asi graf barbel kelas pertama B(3, 1). Penentuan spektrum
B(3, 1) dilakukan secara manual, dan validasi numerik dila-
kukan dengan bantuan perangkat lunak Python melalui Go-
ogle Colab. Hasil validasi numerik disajikan pada Gambar 2.

Gambar 2. Validasi numerik penentuan spektrum B (3, 1)

dengan python

3.2. Pola Spektrum Variasi Graf Barbel B(n, 2)

Variasi graf barbelB(n, 2)merupakan graf tak berarah yang
dibentuk dengan menghubungkan dua buah graf lengkapKn de-
ngan sebuah jembatan dan menyisipkan dua buah simpul pada
jembtan tersebut. Secara struktur graf ini dapat digambarkan se-
bagai jalur Kn − x − y − Kn, dengan x dan y sebagai simpul
pada jembatan yang terhubung langsung ke masing-masing graf
lengkap.

Gambar 3 merupakan variasi graf barbel B(3, 2), yaitu graf
yang dibentuk dengan menghubungkan dua buah graf lengkap
K3 dengan sebuah jembatan danmenyisipkan dua simpul x dan y
pada jembatan tersebut.

Gambar 3. Variasi graf barbel B(3, 2)

Banyaknya simpul pada variasi graf barbel B(n, 2) adalah

|V (B(n, 2))| = |V (Kn)|+ |{x}|+ |{y}|+ |V (Kn)|
= n+ 1 + 1 + n

= 2n+ 2.

Berdasarkan definisi variasi graf barbelB(n, 2) dan banyak-
nya simpul pada B(n, 2), diketahui bahwa ukuran matriks kete-
tanggaan pada variasi graf barbelB(n, 2) adalah (2n+2)×(2n+
2). Matriks ketetanggaan dari variasi graf barbel ini dinotasikan
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Tabel 2. Polinomial karakteristik dari matriks ketetanggaan B(n, 2)

Variasi Graf Barbel Polinomial Karakteristik
B(3, 2) (λ+ 1)2(λ− 1)(λ2 − λ− 3)(λ3 − 4λ− 1)
B(4, 2) (λ+ 1)4(λ3 − 3λ2 − 2λ+ 5)(λ3 − λ2 − 6λ− 1)
B(5, 2) (λ+ 1)6(λ3 − 4λ2 − 2λ+ 7)(λ3 − 2λ2 − 8λ− 1)
B(6, 2) (λ+ 1)8(λ3 − 5λ2 − 2λ+ 9)(λ3 − 3λ2 − 10λ− 1)
B(7, 2) (λ+ 1)10(λ3 − 6λ2 − 2λ+ 11)(λ3 − 4λ2 − 12λ− 1)
B(8, 2) (λ+ 1)12(λ3 − 7λ2 − 2λ+ 13)(λ3 − 5λ2 − 14λ− 1)
B(9, 2) (λ+ 1)14(λ3 − 8λ2 − 2λ+ 15)(λ3 − 6λ2 − 16λ− 1)
B(10, 2) (λ+ 1)16(λ3 − 9λ2 − 2λ+ 17)(λ3 − 7λ2 − 18λ− 1)

sebagai A(Bn,2), seperti disajikan berikut ini.

A(Bn,2) =



0 1 · · · 1 0 0 0 0 · · · 0
1 0 · · · 1 0 0 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
. . .

...
1 1 · · · 0 1 0 0 0 · · · 0
0 0 · · · 1 0 0 0 0 · · · 0
0 0 · · · 0 1 1 1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 1 0 1 · · · 1
0 0 · · · 0 0 0 1 0 · · · 1
...

...
. . .

...
...

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 0 0 1 1 · · · 0


.

Terlihat bahwa bentuk matriks ketetanggaan variasi graf
barbel B(n, 2) secara umum dapat dibuat dalam blok-blok ma-
triks yang terdiri atas dua blokmatriks ketetanggaan graf lengkap
A(Kn), dua blok vektor satuan (vektor basis standar), dua blok
matriks basis, dua baris matriks nol, dua kolom matriks nol, dan
dua blok matriks nol. Setelah memperoleh matriks ketetanggaan
dari variasi graf barbelB(n, 2), maka dapat ditentukan polinomi-
al karakteristiknya dengan cara menyelesaikan

det(λI −A(Bn,2)) = 0.

Pada Tabel 2 disajikan polinomial karakteristik dari matriks kete-
tanggaan variasi graf barbel B(n, 2) untuk n = 3, 4, 5, . . . , 10.

Berdasarkan polinomial karakteristik pada Tabel 2, untuk
membentuk polinomialB(n, 2) dapat diperoleh dari B(n−1, 2)
dengan cara sebagai berikut:

pn(λ) = (λ+ 1)(2(n−1)−4+2)(λ3 − ((n− 1)− 1 + 1)λ2 − 2λ

+ (2(n− 1)− 3 + 2))(λ3 − ((n− 1)− 3 + 1)λ2

− (2(n− 1)− 2 + 2)λ− 1)

= (λ+ 1)(2n−4)(λ3 − (n− 1)λ2 − 2λ+ 2n− 3)(λ3−
(n− 3)λ2 − (2n− 2)λ− 1).

Dari kasus-kasus di atas, dapat diperkirakan bahwa pola umum
untuk pn(λ) adalah

pn(λ) = (λ+ 1)(2n−4)(λ3 − (n− 1)λ2 − 2λ+ 2n− 3)(λ3−
(n− 3)λ2 − (2n− 2)λ− 1).

Selanjutnya, polinomial karakteristik dari graf barbel B(n, 2) di-
nyatakan pada Teorema 3.

Teorema 3. Polinomial karakteristik dari matriks ketetanggaan
variasi graf barbel B(n, 2) untuk n ≥ 4 adalah

p(λ) = (λ+ 1)2n−4(λ3 − (n− 1)λ2 − 2λ+ 2n− 3)

(λ3 − (n− 3)λ2 − (2n− 2)λ− 1)

Bukti. Untuk menunjukkan bahwa bentuk umum polinomial ka-
rakteristik dari variasi graf barbel B(n, 2) benar untuk setiap
n ≥ 4, digunakan metode induksi matematika. Polinomial ka-
rakteristik yang dimaksud pada Teorema 3 terdiri atas faktor
(λ + 1)2n−4 yang berkaitan dengan struktur lokal dari dua bu-
ah graf lengkap, serta dua faktor polinomial kubik yang berubah
secara linear terhadap n.
Langkah 1: Basis Induksi.
Untuk n = 4, dari hasil komputasi simbolik (lihat Tabel 2) dipe-
roleh bahwa

p4(λ) = (λ+ 1)4(λ3 − 3λ2 − 2λ+ 5)(λ3 − λ2 − 6λ− 1).

Bentuk ini sesuai dengan rumus umum

pn(λ) = (λ+ 1)2n−4(λ3 − (n− 1)λ2 − 2λ+ 2n− 3)

(λ3 − (n− 3)λ2 − (2n− 2)λ− 1).

Untuk n = 4, diperoleh:
• Nilai eigen pertama:

(λ+ 1)2n−4 = (λ+ 1)2(4)−4 = (λ+ 1)4.

• Nilai eigen pada faktor kubik pertama:

(λ3 − (n− 1)λ2 − 2λ+ 2n− 3)

= (λ3 − (4− 1)λ2 − 2λ+ 2(4)− 3)

= λ3 − 3λ2 − 2λ+ 5.

• Nilai eigen pada faktor kubik kedua:

(λ3 − (n− 3)λ2 − (2n− 2)λ− 1)

= (λ3 − (4− 3)λ2 − (2(4)− 2)λ− 1)

= λ3 − λ2 − 6λ− 1.

Dengan demikian, basis induksi untuk n = 4 terbukti benar.
Langkah 2: Langkah Induksi.
Misalkan untuk suatu bilangan bulat n = k ≥ 4, polinomial ka-
rakteristik dari variasi graf barbel B(k, 2) adalah

pk(λ) = (λ+ 1)2k−4(λ3 − (k − 1)λ2 − 2λ+ 2k − 3)
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(λ3 − (k − 3)λ2 − (2k − 2)λ− 1).

Diasumsikan bahwa bentuk pk(λ) tersebut benar.
Akan ditunjukkan bahwa untuk n = k + 1, bentuk polino-

mial karakteristik pk+1(λ) tetap mengikuti rumus umum, yaitu:

pk+1(λ) = (λ+ 1)2(k+1)−4(λ3 − ((k + 1)− 1)λ2 − 2λ

+ 2(k + 1)− 3)(λ3 − ((k + 1)− 3)λ2 − (2(k + 1)

− 2)λ− 1).

Diperhatikan bahwa:
• Nilai eigen pertama:

(λ+ 1)2(k+1)−4 = (λ+ 1)2k−2,

• Nilai eigen pada faktor kubik pertama:

(λ3 − ((k + 1)− 1)λ2 − 2λ+ 2(k + 1)− 3)

= λ3 − kλ2 − 2λ+ 2k − 1,

• Nilai eigen pada faktor kubik kedua:

(λ3 − ((k + 1)− 3)λ2 − (2(k + 1)− 2)λ− 1)

= λ3 − (k − 2)λ2 − 2kλ− 1,

sehingga diperoleh:

pk+1(λ) = (λ+ 1)2k−2(λ3 − kλ2 − 2λ+ 2k − 1)

(λ3 − (k − 2)λ2 − 2kλ− 1).

Perubahan dari n = k ke n = k + 1 mengubah setiap ko-
efisien dalam faktor kubik sesuai dengan aturan linear terhadap
n. Hal ini menyiratkan bahwa bentuk umum yang diberikan me-
miliki struktur rekursif yang stabil terhadap pertambahan orde
simpul n.

Teorema 4. Misal B(n, 2) adalah variasi graf barbel kelas ke-
dua, maka spektrumnya adalah

Spec(B(n, 2)) =

[
−1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6

2n− 4 1 1 1 1 1 1

]
.

Bukti. Berdasarkan Teorema 3, diperoleh bentuk umum polino-
mial karakteristik dari variasi graf barbel B(n, 2) untuk setiap
n ≥ 4 adalah

p(λ) = (λ+ 1)2n−4(λ3 − (n− 1)λ2 − 2λ+ 2n− 3)

(λ3 − (n− 3)λ2 − (2n− 2)λ− 1).

Selanjutnya, berdasarkan Teorema 3 diperoleh:
• Nilai eigen (λ+ 1)2n−4 memberikan λ = −1 dengan multi-

plisitas 2n− 4.
• Nilai eigen (λ3− (n−1)λ2−2λ+2n−3)memberikan tiga

akar polinomial kubik berbeda sebagai nilai eigen, yaitu λ1,
λ2, dan λ3, masing-masing dengan multiplisitas 1.

• Nilai eigen (λ3 − (n− 3)λ2 − (2n− 2)λ− 1) memberikan
tiga akar polinomial kubik berbeda sebagai nilai eigen, yaitu
λ4, λ5, dan λ6, masing-masing dengan multiplisitas 1.

Berdasarkan definisi spektrum graf, diperoleh

Spec(B(n, 2)) =

[
−1 λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6

2n− 4 1 1 1 1 1 1

]
.

3.3. Karakteristik dari Spektrum Dua Variasi Graf Barbel
Berdasarkan hasil perhitungan polinomial karakteristik dan

spektrum dari kedua variasi graf barbel yang dianalisis, diperoleh
gambaran karakteristik spektrum yang menunjukkan adanya ke-
samaan pola serta perbedaan mendasar akibat struktur jembatan
yang digunakan. Pada variasi graf barbel kelas pertama B(n, 1),
struktur graf dibentuk dari dua buah graf lengkapKn yang dihu-
bungkan melalui satu simpul penghubung tunggal. Bentuk poli-
nomial karakteristik yang dihasilkan memiliki faktor (λ+1)2n−3,
di mana multiplisitas tinggi ini merepresentasikan bahwa nilai ei-
gen −1 berasal dari sifat lokal graf lengkap. Keberadaan nilai
eigen −1 dengan multiplisitas 2n − 4 mengindikasikan bahwa
sebagian besar nilai eigen tetap dipengaruhi oleh struktur inter-
nal graf lengkap, meskipun kedua graf lengkap dihubungkan oleh
jembatan. Sisa tiga nilai eigen lainnya merupakan akar yang ber-
beda dari faktor kubik dengan koefisien yang bergantung secara
linear terhadap n.

Pada variasi graf barbel kelas kedua B(n, 2), struktur graf
dibentuk dari dua buah graf lengkapKn yang dihubungkan mela-
lui dua simpul pada jembatan sehingga membentuk jalur berpan-
jang dua. Polinomial karakteristik yang diperoleh kembali memi-
liki faktor (λ + 1)2n−4, menandakan konsistensi sifat lokal graf
lengkap dalam memunculkan nilai eigen −1. Namun, perbeda-
an signifikan muncul pada faktor sisanya, di mana pada B(n, 2),
faktor tersebut terpecah menjadi dua polinomial kubik berbe-
da. Masing-masing polinomial kubik memberikan tiga nilai eigen
yang berbeda, sehingga total terdapat enam nilai eigen tambahan
di luar nilai eigen −1.

Perbedaan ini mencerminkan bahwa jalur penghubung
yang lebih panjang menghasilkan dua mode interaksi yang ter-
pisah antara kedua graf lengkap, sehingga memperluas distribusi
nilai eigen secara umum. Jika dibandingkan, kedua variasi graf
barbel sama-sama mempertahankan nilai eigen −1 sebagai ciri
khas akibat struktur lokal graf lengkap, namun berbeda dalam
kompleksitas spektrum global. Variasi kelas pertama hanya me-
miliki satu set nilai eigen global yang diperoleh dari satu faktor
kubik, sedangkan variasi kelas kedua memiliki dua set nilai eigen
global dari dua faktor kubik terpisah.

Hal ini menunjukkan bahwa semakin panjang dan kompleks
jembatan yang menghubungkan kedua graf lengkap, maka sema-
kin besar keberagaman nilai eigen yang dihasilkan. Dengan de-
mikian, perubahan kecil pada struktur penghubung (jembatan)
terbukti dapat mengubah karakteristik spektrum secara signifik-
an, khususnya pada bagian nilai eigen yang merepresentasikan
interaksi global antar bagian graf.

4. Kesimpulan
Pada penelitian ini telah dilakukan analisis spektrum da-

ri variasi graf barbel berbentuk B(n, k), khususnya untuk kasus
di mana banyaknya titik yang disisipkan pada jembatan adalah
k = 1 dan k = 2. Dengan menggunakan pendekatan aljabar line-
ar melalui matriks ketetanggaan, diperoleh hasil bahwa struktur
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graf sangat memengaruhi bentuk dan karakteristik spektrumnya.
Hasil spektrum dari variasi graf barbel kelas pertamaB(n, 1) ter-
diri atas nilai eigen λ1, λ2 = n − 1, λ3 = −1, dan λ4, dengan
multiplisitas berturut-turut 1, 1, 1, dan 2n− 3. Sedangkan spek-
trum dari variasi graf barbel kelas kedua B(n, 2) terdiri atas ni-
lai eigen λ1, λ2, λ3, λ4, λ5 = −1, dan λ6, dengan multiplisitas
berturut-turut 1, 1, 1, 1, 2n − 4, dan 1. Hasil penelitian ini me-
nunjukkan bahwa semakin panjang dan kompleks jembatan yang
menghubungkan kedua graf lengkap pada graf barbel, maka se-
makin besar keberagaman nilai eigen yang dihasilkan. Dengan
demikian, penelitian ini memberikan kontribusi teoretis terha-
dap pemahaman hubungan antara kompleksitas struktur graf de-
ngan representasi spektralnya.

Penelitian lanjutan dapat dilakukan dengan menentukan
spektrum dari variasi graf barbel kelas ketiga B(n, 3), kelas ke-
empatB(n, 4), dan seterusnya, hingga diperoleh pola umum dari
spektrum variasi graf barbel B(n, k) untuk sebarang k.
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