
RESEARCH ARTICLE • OPEN ACCESS

Homomorfisma pada (R,S)-Modul

Ira Lefiana, Suroto, Ari Wardayani, dan Najmah Istikaanah

Volume 14, Issue 2, Pages 364–376, August 2026
Diterima 14 April 2026, Direvisi 16 Juni 2026, Disetujui 23 Juni 2026, Diterbitkan 15 Juli 2026

To Cite this Article : I. Lefiana, S. Suroto, A. Wardayani, dan N. Istikaanah,“Homomorfisma
pada (R,S)-Modul”, Euler J. Ilm. Mat. Sains dan Teknol., vol. 14, no. 2, pp. 364–376, 2026,
https://doi.org/10.37905/euler.v14i2.38237

© 2026 by author(s)

JOURNAL INFO • EULER : JURNAL ILMIAH MATEMATIKA, SAINS DAN TEKNOLOGI

Homepage : http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/euler/index
Journal Abbreviation : Euler J. Ilm. Mat. Sains dan Teknol.
Frequency : Three times a year
Publication Language : English (preferable), Indonesia
DOI : https://doi.org/10.37905/euler
Online ISSN : 2776-3706
License : Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License
Publisher : Department of Mathematics, Universitas Negeri Gorontalo
Country : Indonesia
OAI Address : http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/euler/oai
Google Scholar ID : QF_r-_gAAAAJ
Email : euler@ung.ac.id

JAMBURA JOURNAL • FIND OUR OTHER JOURNALS

Jambura Journal of
Biomathematics

Jambura Journal of
Mathematics

Jambura Journal of
Mathematics Education

Jambura Journal of
Probability and Statistics

https://doi.org/10.37905/euler.v14i2.38237
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/euler/index
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2776-3706
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/euler/oai
https://scholar.google.com/citations?hl=en&user=QF_r-_gAAAAJ&hl=id&authuser=5
mailto:euler@ung.ac.id
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/jjbm/index
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/jjom/index
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/jmathedu/index
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/jps/index


Homomorfisma pada (R,S)-Modul

Ira Lefiana1, Suroto1,∗, Ari Wardayani1, Najmah Istikaanah1

1Jurusan Matematika, Universitas Jenderal Soedirman, Purwokerto, Jawa Tengah, Indonesia

ABSTRAK. Struktur (R,S)-modul merupakan perumuman dari struktur (R,S)-bimodul. Struktur (R,S)-
bimodul sendiri merupakan pengembangan dari struktur R-modul. Jadi, beberapa sifat yang berlaku
pada R- modul dapat dikembangkan pada (R,S)-modul. Pada artikel ini, dibahas mengenai homomorfisma
(R,S)-modul dan sifat-sifatnya. Metode yang dilakukan adalah menambahkan aksi ring S disebelah kanan
pada homomorfisme R-modul dan memperluas syarat kompabilitas pada homomorfisme (R,S)-bimodul.
Hasil yang diperoleh adalah homomorfisma (R,S)-modul dapat dikonstruksi dari homomorfisme R-modul
dengan menambahkan aksi ring S dari kanan dan memperluas syarat kompabilitas pada homomorfisme
(R,S)-bimodul dengan syarat assosiatif aksi simultan untuk memperoleb syarat linier kiri dan linier kanan
secara simultan pada homomorfisma (R,S)-modul. Selanjutnya, struktur kernel dan image sebagai (R,S)-
submodul dan struktur (R,S)-modul faktor juga harus harus menjaga kekonsistenan aksi kiri dari ring R
sekaligus aksi kanan dari ring S secara simultan.

ABSTRACT. The (R,S)-module structure is a generalization of the (R,S)-bimodule structure. The (R,S)-
bimodule structure itself is an extension of the R-module structure. Thus, some properties that apply to
R-modules can be extended to (R,S)-modules. In this article, we discuss the (R,S)-module homomorphism
and its properties. The method used is to add a ring S action on the right to the R-module homomor-
phism and extend the compatibility condition to the (R,S)-bimodule homomorphism. The result is that
the (R,S)-module homomorphism can be constructed from the R-module homomorphism by adding a ring
S action from the right and extending the compatibility condition to the (R,S)-bimodule homomorphism
with the associative condition of simultaneous action to obtain the left-linear and right-linear conditions
simultaneously on the (R,S)-module homomorphism. Furthermore, the kernel and image structures as
(R,S)-submodules and (R,S)-factor module structures must also maintain the consistency of the left action
of the ring R as well as the right action of the ring S simultaneously.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative
Commons Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of EULER: Depar-
tment of Mathematics, Universitas Negeri Gorontalo, Jln. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone
Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan
Pada teori ring, homomorfisma ring merupakan suatu fungsi yang mengawetkan operasi

penjumlahan dan perkalian pada ring. Jika diberikan dua buah ring R dan R′, maka fung-
si f : R → R′ dinamakan homomorfisma ring apabila untuk setiap a, b ∈ R memenuhi
f(a + b) = f(a) +′ f(b) dan f(a.b) = f(a).′f(b). Pada homomorfisma ring, pembahasan
mengenai struktur kernel dan image suatu homomorfisma ring merupakan kajian yang pen-
ting untuk fondasi Teorema Utama Homomorfisma ring. Pembahasan mengenai homomorfis-
ma ring merujuk pada [1–3].

Modul merupakan generalisasi dari ruang vektor atas lapangan dengan memperlemah
syarat skalarnya merupakan elemen pada ring. Untuk R adalah suatu ring, R-modul adalah
sebuah struktur di mana sebuah grup AbelM dikendalikan oleh oleh satu buah ringR dengan
aksi skalarnya hanya terjadi dari satu arah saja yakni dari kiri saja atau dari kanan saja. Grup
Abel M merupakan R-modul kiri apabila operasi skalarnya memenuhi syarat untuk setiap
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r, r1, r2 ∈ R dan m,m1,m2 ∈ R. berlaku (i) r.(m1 +m2) = r.m1 + r.m2, (ii) (r1 + r2).m =
r1.m+ r2.m dan (iii) (r1r2).m = r1.(r2.m).

Sementara untuk M adalah R-modul kanan, operasi skalarnya juga harus memenuhi ke-
tiga syarat tersebut, akan tetapi dengan posisi skalar disebelah kanan. Pada teori modul,
homomorfisma R-modul merupakan suatu fungsi yang mengawetkan operasi penjumlahan
dan perkalian skalar padaR-modul. Jika diberikan dua buahR-modulM danM ′, maka fungsi
f : M → M ′ dinamakan homomorfisma modul apabila untuk setiap a, b ∈ M dan r ∈ R
memenuhi f(a+b) = f(a)+′ f(b) dan f(r.a) = r.f(a). Pada homomorfisma modul, struktur
kernel dan image suatu homomorfisma R-modul juga merupakan kajian yang penting untuk
fondasi Teorema Utama Homomorfisma modul. Kajian mengenai homomorfisma modul me-
rujuk pada [4–6].

Dari suatu struktur R-modul kiri, selanjutnya dapat dilakukan perluasan untuk memben-
tuk struktur (R,S)-bimodul dengan aksi skalar dari ring yang kedua (misalkan ring S) agar
beroperasi dari sebelah kanan, tanpa merusak aksi skalar kiri dari ring R. Syarat yang harus
dipenuhi olehM agar menjadi (R,S)-bimodul adalah (i)M adalahR-modul kiri, (ii)M adalah
S-modul kanan, dan (iii) memenuhi sifat kompabilitas, yakni (r.m).s = r.(m.s), untuk setiap
r ∈ R,m ∈ M dan s ∈ S. Sifat kompatibilitas ini diperlukan untuk mengikat agar pada saat
mengalikan elemen m dengan skalar kiri r terlebih dahulu baru kemudian skalar kanan s, ha-
silnya harus sama persis denganmengalikan dengan skalar kanan s terlebih dahulu baru kemu-
dian skalar kiri r. Artinya bahwa, urutan tanda kurung pada saat mengoperasikan scalar tidak
mempengaruhi hasil akhir. Dengan cara yang sama, dari suatu struktur S-modul kanan, juga
dapat dilakukan perluasan untuk membentuk struktur (R,S)- bimodul. Pembahasan struktur
(R,S)-bimodul merujuk pada [7–14]. Pembahasan mengenai homomorfisma pada (R,S)-
bimodul merujuk pada [15]. Untuk (R,S)-bimodulM danM ′, fungsi f : M → M ′ dikatakan
homomorfisma (R,S)-bimodul apabila f merupakan homomorfismaR-modul kiri dan homo-
morfisma S-modul kanan. Dengan kata lain, f(m+ n) = f(m) + f(n), f(rm) = rf(m), dan
f(ms) = f(m)s, untuk setiap m,n ∈ M, r ∈ R dan s ∈ S.

Berdasarkan suatu struktur (R,S)-bimodul, selanjutnya dapat dilakukan perluasan untuk
membentuk (R,S)-modul. Perluasan dilakukan dengan mengubah syarat sifat kompabilitas
pada (R,S)-bimodul. Untuk membentuk suatu (R,S)-modul dari suatu (R,S)-bimodul di-
lakukan dengan menyatukan dua operasi perkalian scalar yang terpisah kiri dan kanan pada
(R,S)-bimodul menjadi satu operasi simultan gabungan pada (R,S)-modul. Akibatnya, sifat
kompabilitas pada pada (R,S)- bimodul diubahmenjadi assosiatif aksi simultan r1.(r2.m.s1).s2 =
(r1r2).m.(s1s2), untuk setiap r1, r2 ∈ R,m ∈ M dan s1, s2 ∈ S, pada saat berbicara di (R,S)-
modul. Dengan demikian, suatu struktur (R,S)-bimodul pasti merupakan (R,S)-modul, te-
tapi tidak berlaku sebaliknya. Pembahasan mengenai (R,S)-modul merujuk pada [16–19].

Pembentukan (R,S)-modul dari (R,S)-bimodul sudah dijelaskan pada [16], tetapi pem-
bahasan belum dilakukan pada homomorfisma (R,S)-modul. Sementara itu, pada [15] sudah
dibahas mengenai mengenai homomorfisma pada (R,S)-bimodul. Dengan demikian, untuk
meninjau keisomorfisan dua buah (R,S)-modul belum dapat dilakukan. Hal ini dikarenakan
untuk meninjau keisomorfisan dua buah struktur (R,S)-modul diperlukan suatu isomorfis-
ma (R,S)-modul, yakni suatu homomorfisma (R,S)-modul yang bersifat injektif dan surjek-
tif. Dengan belum adanya homomorfisma (R,S)-modul dan homomorfisma (R,S)-modul,
mengakibatkan pendefinisian isomorfisma (R,S)-modul belum dapat dilakukan.

Berdasarkan pentingnya struktur homomorfisma (R,S)-modul yang belum dibahas pada
penelitian terdahulu, maka pada artikel ini penulis membahas mengenai homomorfisma pa-
da (R,S)-modul. Pembahasan dilakukan dengan memperluas homomorfisma pada R-modul
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dengan tambahan aksi ring S disebelah kanan dan mengganti syarat kompabilitas pada (R,S)-
bimodul menjadi assosiatif aksi simultan pada (R,S)-modul. Penelitian konsep homomorfis-
ma pada (R,S)-modul penting dilakukan karena untuk mengetahui keisomorfisan dua buah
(R,S)-modul, yakni dua (R,S)-modul yang berbeda tetapi memiliki struktur yang sama. Dengan
demikian, suatu struktur (R,S)-modul dapat ditinjau melalui struktur (R,S)-modul lain dengan
struktur yang sama.

2. Metode
Penelitian ini dilakukan menggunakan metode studi pustaka yaitu mengembangkan dan

melanjutkan konsep yang sudah dibahas pada penelitian sebelumnya. Adapun prosedur lang-
kah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah :
1. Memberikan definisi homomorfisma pada (R,S)-modul;
2. Menentukan jenis-jenis homomorfisma (R,S)-modul;
3. Memberikan definisi kernel dan image pada homomorfisma (R,S)-modul;
4. Menunjukkan sifat-sifat dan bukti pada homomorfisma (R,S)-modul;
5. Menunjukkan sifat-sifat dan bukti berkaitan dengan kernel dan image pada homomorfis-

ma (R,S)-modul;
6. Menunjukkan pembentukkan grup faktor pada (R,S)-modul; dan
7. Menunjukkan bahwa grup faktor yang dibentukmemenuhi semua aksioma (R,S)-modul.

3. Hasil dan Pembahasan
Bagian ini merupakan hasil utama pada artikel ini. Pada bagian ini dibahas pendefinisi-

an homomorfisma (R,S)-modul, sifat-sifat homomorfisma (R,S)-modul, dan pembentukkan
(R,S)- modul faktor.

MisalkanM adalahR-modul kiri. Apabila ditambahkan suatu aksi ring S disebelah kanan
pada modul M maka akan dapat dibentuk M sebagai suatu (R,S)-modul. Berikut diberikan
definisi (R,S)- modul yang dibentuk dengan menambahkan aksi ring S disebelah kanan dan
memperluas sifat kompabilitas pada (R,S)-bimodul menjadi sifat assosiatif aksi kiri dan kanan
secara simultan.

Definisi 1. Diberikan R dan S masing-masing adalah ring, M adalah suatu grup Abel ter-
hadap operasi penjumlahan, dan operasi perkalian skalar ∗, • : R×M × S → M dengan

∗, •(r,m, s) = r ∗m • s

untuk setiap (r,m, s) ∈ R × M × S. Selanjutnya, M dikatakan (R,S)-modul apabila
untuk setiap r, r1, r2 ∈ R,m, n ∈ M dan s, s1, s2 ∈ S berlaku
1. r ∗ (m+ n) • s = r ∗m • s+ r ∗ n • s
2. (r1 + r2) ∗m • s = r1 ∗m • s+ r2 ∗m • s
3. r ∗m • (s1 + s2) = r ∗m • s1 + r ∗m • s2
4. r1 ∗ (r2 ∗m • s1) • s2 = (r1r2) ∗m • (s1s2).

Apabila sifat assosiatif aksi simultan pada syarat 4 Definisi 1 diganti dengan kejadian khu-
sus sifat kompabilitas, maka struktur (R,S)-modul tersebut berubah menjadi suatu (R,S)-
bimodul. Dengan demikian, (R,S)-bimodul pasti merupakan (R,S)-modul, tetapi tidak ber-
laku sebaliknya. Lebih lanjut, apabila aksi ring S dari sebelah kanan dihilangkan maka (R,S)-
modul akan berubah menjadi R-modul biasa. Berikut diberikan contoh untuk menjelaskan
konsep (R,S)-modul.
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Contoh 1. Diberikan M2×3(R) adalah grup Abel terhadap operasi penjumlahan matriks.
Selanjutnya, M2×2(R) dan M3×3(R) adalah masing-masing adalah ring terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian matriks. Misal diberikan aksi kiri oleh ring R yakni operasi
perkalian skalar

∗ : M2×2(R)×M2×3(R) → M2×3(R)

dengan ∗(R,M) (dinotasikan R ∗M ) didefinisikan sebagai perkalian matriks biasa RM ,
untuk setiap (R,M) ∈ M2×2(R)×M2×3(R). Diperhatikan bahwa untuk setiapR,R1, R2 ∈
M2×2(R) dan M,M1,M2 ∈ M2×3(R) berlaku
1. R ∗ (M1 +M2) = R(M1 +M2) = RM1 +RM2 = R ∗M1 +R ∗M2

2. (R1 +R2) ∗M = (R1 +R2)M = R1M +R2M = R1 ∗M +R2 ∗M
3. (R1R2) ∗M = (R1R2)M = R1(R2M) = R1(R2 ∗M) = R1 ∗ (R2 ∗M).

Dengan demikian, diperoleh bahwa M2×3(R) adalah M2×2(R)-modul kiri. Dengan cara
yang sama, diperoleh bahwa M2×3(R) adalah M3×3(R)-modul kanan.

Misalkan pada M2×3(R) diberikan aksi kiri oleh ring M2×2(R) dan aksi kanan oleh
ring M3×3(R) secara simultan yakni operasi perkalian skalar

∗, • : M2×2(R)×M2×3(R)×M3×3(R) → M2×3(R)

dengan ∗, •(R,M, S) (dinotasikanR∗M •S) didefinisikan sebagai perkalian matriks biasa
RMS, untuk setiap (R,M, S) ∈ M2×2(R)×M2×3(R)×M3×3(R).

Diperhatikan bahwa untuk setiap R,R1, R2 ∈ M2×2(R),M,M1,M2 ∈ M2×3(R) dan
S, S1, S2 ∈ M3×3(R) berlaku
1. R ∗ (M1 +M2) •S = R(M1 +M2)S = RM1S +RM2S = R ∗M1 •S +R ∗M2 •S
2. (R1 +R2) ∗M •S = (R1 +R2)MS = R1MS+R2MS = R1 ∗M •S+R2 ∗M •S
3. R ∗M • (S1 + S2) = RM(S1 + S2) = RMS1 +RMS2 = R ∗M • S1 +R ∗M • S2

4. Syarat kompabilitas yakni
R1 ∗ (R2 ∗M • S1) • S2 = R1 ∗ (R2MS1) • S2 = R1(R2MS1)S2 = (R1R2)M(S1S2)

= (R1R2) ∗M • (S1S2).
Dengan demikian, diperoleh bahwa M2×3(R) adalah (M2×2(R),M3×3(R))-modul.

Perilaku aksi ring S disebelah kanan pada pembentukan (R,S)-modul dari R-modul
tentunya juga sangat berpengaruh pada struktur submodule. Misalkan M adalah (R,S)-
modul, suatu subhimpunan bagianN padaM dikatakan (R,S)-submodul apabilaN merupak-
an (R,S)-modul terhadap operasi seperti pada M . Dengan demikian, submodul juga harus
mempertahankan sifat kompabilitas agar tetap konsisten terhadap aksi ring ring R dari kiri
dan aksi ring R dari kanan. Misalkan M adalah (R,S)-modul dan N adalah himpuan bagi-
an tak kosong dari M , maka syarat cukup dan perlu N adalah (R,S)-submodul yakni untuk
setiap r ∈ R, n, n1, n2 ∈ N dan s ∈ S harus memenuhi n1 − n2 ∈ N dan r ∗ n • s ∈ N . Apa-
bila aksi kanan ring S dihilangkan maka N sebagai (R,S)-submodul akan berubah menjadi
R-submodul biasa.

Perilaku aksi ring S disebelah kanan pada pembentukan (R,S)-modul dari R-modul ten-
tunya juga sangat berpengaruh pada struktur homomorfisma. Suatu fungsi yang hanya ber-
sifat linear kiri terhadap ring R pada homomorfisma R-modul, tentunya juga harus berubah
syarat memenuhi sifat linier kiri terhadap ring R sekaligus linear kanan terhadap ring S seca-
ra simultan. Dengan demikian, sifat-sifat homomorfisma pada (R,S)-modul juga harus me-
nyesuaikan perubahan dengan kondisi sifat linier kiri terhadap ring R sekaligus linear kanan
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terhadap ring S secara simultan.
Berikut diberikan definisi homomorfisma pada (R,S)-modul yang harus memenuhi sifat

linier kiri terhadap ring R sekaligus linear kanan terhadap ring S secara simultan. Sifat linier
kiri dan linier kanan yang simultan tersebut diperumum dari syarat sifat linier kiri dan linier
kanan yang tidak simultan pada (R,S)-bimodul.

Definisi 2. Diberikan M dan M ′ masing-masing merupakan (R,S)-modul. Suatu fungsi f :
M → M ′ disebut homomorfisma (R,S)-modul apabila untuk setiap m1,m2 ∈ M , r ∈ R dan
s ∈ S memenuhi
1. f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2)
2. f(r ∗m1 • s) = r ∗′ f(m1) •′ s.

Diperhatikan bahwa syarat 2 pada Definisi 2 merupakan syarat terpenuhinya sifat linier
kiri terhadap ring R sekaligus linear kanan terhadap ring S secara simultan. Syarat terse-
but memperumum syarat linier kiri dan linier kanan yang berlaku tidak secara simultan pa-
da homomorfisma (R,S)-bimodul yakni f(r.m1) = rf(m1) dan f(m1.s) = f(m1).s. Hal
ini yang membedakan dengan antara homomorfisma (R,S)-modul dengan homomorfisma
(R,S)-bimodul.

Selanjutnya, apabila aksi ring S disebelah kanan dihilangkan, maka syarat 2 pada Defini-
si 2 akan berubah menjadi f(r ∗m1) = r ∗′ f(m1). Dengan demikian, pendefinisian homo-
morfisma pada Definisi 2 berubah menjadi pendefinisian homomorfisma R-modul. Dengan
kata lain, homomorfisma (R,S)-modul dapat diperoleh dengan memperluas homomorfisma
R-modul dengan menambahkan aksi ring S pada sebelah kanan dengan mempertahankan ke-
konsistenan aksi ring R dari kiri dan aksi ring S dari kanan secara simultan. Contoh berikut
menjelaskan konsep homomorfisma pada (R,S)- modul.

Contoh 2. DiberikanM2×3(R) adalah (M2×2(R),M3×3(R))-modul seperti pada Contoh 1.
Selanjutnya, R adalah (M2×2(R),M3×3(R))-modul dengan definisi operasi perkalian ska-
lar

∗′, •′ : M2×2(R)× R×M3×3(R) → R

dengan ∗′, •′
[

r11 r12
r21 r22

]
,m,

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

 didefinisikan sebagai

[
r11 r12
r21 r22

]
∗′ m •′

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33


= (r11 + r12 + r21 + r22)m(s11 + s12 + s13 + s21 + s22 + s23 + s31 + s32 + s33),

untuk setiap

[
r11 r12
r21 r22

]
,m,

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

 ∈ M2×2(R)× R×M3×3(R).
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Diketahui fungsi f : M2×3(R) → R dengan

f

([
m11 m12 m13

m21 m22 m23

])
= m11 +m12 +m13 +m21 +m22 +m23

untuk setiap
[
m11 m12 m13

m21 m22 m23

]
∈ M2×3(R). Diperhatikan bahwa untuk setiap

[
m11 m12 m13

m21 m22 m23

]
,[

m′
11 m′

12 m′
13

m′
21 m′

22 m′
23

]
∈ M2×3(R),

[
r11 r12
r21 r22

]
∈ M2×2(R) dan

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

 ∈ M3×3(R)

berlaku

1. f
([

m11 m12 m13

m21 m22 m23

]
+

[
m′

11 m′
12 m′

13

m′
21 m′

22 m′
23

])
= f

([
m11 +m′

11 m12 +m′
12 m13 +m′

13

m21 +m′
21 m22 +m′

22 m23 +m′
23

])
= m11 +m′

11 +m12 +m′
12 +m13 +m′

13 +m21 +m′
21 +m22 +m′

22 +m23 +m′
23

= m11 +m12 +m13 +m21 +m22 +m23 +m′
11 +m′

12 +m′
13 +m′

21 +m′
22 +m′

23

= f

([
m11 m12 m13

m21 m22 m23

])
+ f

([
m′

11 m′
12 m′

13

m′
21 m′

22 m′
23

])
2. f

[
r11 r12
r21 r22

]
∗
[
m11 m12 m13

m21 m22 m23

]
•

s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33


= f

[
r11 r12
r21 r22

] [
m11 m12 m13

m21 m22 m23

]s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33


= f

([
a11 a12 a13
a21 a22 a23

])
dengan
a11 = r11m11s11 + r12m21s11 + r11m12s21 + r12m22s21 + r11m13s31 + r12m23s31
a12 = r11m11s12 + r12m21s12 + r11m12s22 + r12m22s22 + r11m13s32 + r12m23s32
...
a23 = r21m11s13 + r22m21s13 + r21m12s23 + r22m22s23 + r21m13s33 + r22m23s33.

= r11m11s11 + r12m21s11 + r11m12s21 + r12m22s21 + r11m13s31 + r12m23s31
+r11m11s12 + r12m21s12 + r11m12s22 + r12m22s22 + r11m13s32 + r12m23s32 + . . .
+r21m11s13 + r22m21s13 + r21m12s23 + r22m22s23 + r21m13s33 + r22m23s33
= (r11 + r12 + r21 + r22)(m11 +m12 + · · ·+m23)(s11 + s12 + · · ·+ s33)

= (r11 + r12 + r21 + r22)f

([
m11 m12 m13

m21 m22 m23

])
(s11 + s12 + · · ·+ s33)

=

[
r11 r12
r21 r22

]
∗′ f

[
m11 m12 m13

m21 m22 m23

]
•′
s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33

 .

Diperhatikan bahwa f mengawetkan operasi penjumlahan pada (M2×2(R),M3×3(R))-
modul serta f memenuhi sifat linier kiri terhadap ring M2×2(R) sekaligus linear kanan
terhadap ringM3×3(R) secara simultan. Dengan demikian, f adalah homomorfisma pada
M2×2(R),M3×3(R))-modul.
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Pada Contoh 2, apabila aksi ringM3×3(R) pada sebelah kanan dihilangkan maka fungsi f
yang semula merupakan homomorfisma (M2×2(R),M3×3(R))-modul akan berubah menjadi
homomorfisma M2×2(R)-modul biasa. Pada kasus tersebut, aksi ring M3×3(R) pada sebe-
lah kanan M2×2(R)-modul kebetulan masih bisa mempertahankan homomorfisma M2×2(R)-
modul biasa menjadi homomorfisma (M2×2(R),M3×3(R))-modul.

Akan tetapi tidak semua aksi ring S pada sebelah kanan pada suatu R-modul kiri menga-
kibatkan homomorfisma R-modul tetap bertahan sebagai homomorfisma (R,S)-modul. Ber-
ikut adalah contoh untuk menjelaskan aksi ring S pada sebelah kanan pada suatu R-modul
kiri yang mengakibatkan homomorfisma R-modul akan gagal menjadi homomorfisma (R,S)-
modul.

Contoh 3. Misalkan diambil ringR dan S masing-masingmerupakan ring himpunan semua
bilangan riilR, danR2 adalah (R,R)-modul. Apabila didefinisikan fungsi f : R2 → R2 de-
ngan f(x, y) = (2x, y), maka fungsi tersebut merupakan suatu homomorfisma R-modul.
Akan tetapi apabila dilakukan aksi ringR pada sebelah kanan maka f(x, y) = (2x, y) akan
gagal untuk memenuhi homomorfisma (R,R)-modul. Hal ini disebabkan oleh kegagalan
mempertahankan sifat linier kiri terhadap ring R dan linier kanan terhadap ring R secara
simultan.

Misalkan f : M → M ′ adalah homomorfisma (R,S)-modul. Pada struktur (R,S)-modul
terdapat tiga jenis homomorfisma (R,S)-modul yakni
1. Monomorfisma (R,S)-modul, apabila f merupakan fungsi injektif
2. Epimorfisma (R,S)-modul, apabila f merupakan fungsi surjektif
3. Isomorfisma (R,S)-modul, apabila f merupakan fungsi bijektif. Apabila terdapat iso-

morfisma (R,S)-modul dari M ke M ′ atau sebaliknya maka M dan M ′ dikatakan iso-
morfik yang dinotasikan dengan M ∼= M ′.

Perilaku aksi ring S pada (R,S)- modul memberikan pengaruh yang signifikan terhadap jenis-
jenis homomorfisma pada (R,S)-modul. Pada saat membandingkan homomorfismaR-modul
kiri klasik dengan homomorfisma (R,S)-modul, kehadiran ring S bertindak sebagai semacam
restriksi tambahan (pembatas) yang memperketat syarat pemetaan. Perilaku aksi ring S me-
nuntut bahwa pemetaan harus memenuhi linear kiri dan linier kanan secara simultan. Jika
terdapat elemen skalar dari ring S yang merusak kesimultanan tersebut, maka syarat terpe-
nuhinya isomorfisma kemungkinan akan mengalami kegagalan. Hal ini membuat dua buah
(R,S)-modul bersifat isomorfis akan menjadi sulit tercapai apabila dibandingkan pada saat
dipandang sebagai R-modul biasa.

Berikut diberikan sifat yang menunjukkan sifat-sifat homomorfisma (R,S)-modul yang
berkaitan dengan pengawetan elemen identitas dan elemen invers. Sifat pengawetan ini tidak
terpengaruh oleh adanya aksi ring S dari sebelah kanan pada homomorfismaR-modul, karena
operasi yang dilakukan tidak melibatkan operasi perkalian skalar.

Lemma 1. Jika f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul, maka
1. f(0M) = 0M ′ .
2. f(−m) = −f(m), untuk setiap m ∈ M .

Bukti.

1. Diketahui bahwa f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul. Akan dibuktik-
an bahwa f(0M) = 0M ′ . Elemen identitas diM adalah 0M yang dapat dinyatakan sebagai
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0M = 0M + 0M . Karena f homomorfisma (R,S)-modul maka f(0M) = f(0M + 0M) =
f(0M) + f(0M). Berdasarkan sifat elemen identitas maka f(0M) dapat dituliskan seba-
gai f(0M) = f(0M) + 0M ′ sehingga diperoleh bahwa f(0M) + f(0M) = f(0M) + 0M ′ .
Dengan menggunakan hukum kanselasi kiri diperoleh f(0M) = 0M ′ .

2. Diketahui bahwa f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul. Akan dibuktik-
an bahwa f(−m) = −f(m) untuk setiap m ∈ M . Ambil sembarang m ∈ M . Diperha-
tikan bahwa−m ∈ M . Berdasarkan sifat dari elemen invers, diperolehm+(−m) = 0M
dan (−m) + m = 0M . Karena f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul,
maka f(m) + f(−m) = f(m+ (−m)) = f(0M). Pada pembuktian (1) diketahui bahwa
f(0M) = 0M ′ sehingga f(m) + f(−m) = 0M ′ . Karena 0M ′ merupakan elemen identi-
tas di M ′, maka f(−m) merupakan invers kanan dari f(m). Hal ini analog untuk kasus
(−m)+m = 0M , diperoleh f(−m)merupakan invers kiri dari f(m). Dengan demikian,
terbukti bahwa f(−m) = −f(m).

Berikut diberikan sifat yang menunjukkan sifat-sifat homomorfisma (R,S)-modul yang
berkaitan dengan (R,S)-submodul. Sifat ini sangat dipengaruhi oleh adanya aksi ring S dari
sebelah kanan pada homomorfisma R-modul, karena operasi yang dilakukan melibatkan ope-
rasi perkalian skalar. Dalam hal ini, struktur submodul yang terbentuk harus mempertahankan
kekonsistenan aksi ring R dari kiri dan aksi ring S dari kanan secara simultan.

Lemma 2. Diberikan f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul.
1. Jika H adalah (R,S)-submodul M , maka f(H) = {f(h) | h ∈ H} adalah (R,S)-

submodul M ′.
2. Jika N adalah (R,S)-submodul M ′, maka f−1(N) = {m ∈ M | f(m) ∈ N} adalah

(R,S)-submodul M .

Bukti.

1. Diketahui bahwa f : M → M ′ adalah homomorfisma (R,S)-modul dan H merupakan
(R,S)- submodul M . Akan dibuktikan f(H) = {f(h) | h ∈ H} merupakan (R,S)-
submodulM ′. KarenaH merupakan (R,S)-submodulM makaH ⊆ M . KarenaH ⊆ M

maka setidaknya terdapat 0M ∈ H sehingga f(0M) = 0M ′ . Karena pengawetan elemen
identitas tersebut, maka dapat ditunjukkan 0M ′ ∈ f(H) yang membuktikan f(H) bukan
himpunan kosong. Untuk setiap x, y ∈ f(H), r ∈ R dan s ∈ S, dengan x = f(h1) dan
y = f(h2) untuk h1, h2 ∈ H berlaku x− y = f(h1)− f(h2) = f(h1 − h2) ∈ f(H) dan
r ◦′ x •′ s = r ◦′ f(h1) •′ s = f(r ◦ h1 • s) ∈ f(H). Dengan demikian, terbukti f(H)
merupakan (R,S)-submodul M ′.

2. Diketahui f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul dan N merupakan
(R,S)- submodul M ′. Akan dibuktikan f−1(N) = {m ∈ M | f(m) ∈ N} merupakan
(R,S)-submodulM . KarenaN merupakan (R,S)-submodulM ′ maka 0M ′ ∈ N . Karena
f(m) ∈ N maka f(0M) = 0M ′ ∈ N dengan 0M ∈ M sehingga 0M ∈ f−1(N) yang
berarti f−1(N) bukan himpunan kosong. Ambil sebarang x, y ∈ f−1(N), r ∈ R, dan
s ∈ S. Karena x, y ∈ f−1(N), maka f(x) ∈ N dan f(y) ∈ N . Karena f(x), f(y) ∈ N
dan f homomorfisma (R,S)-modul maka f(x)−f(y) = f(x−y) ∈ N sehingga x−y ∈
f−1(N). Lebih lanjut, karena f(x) ∈ N, r ∈ R, dan s ∈ S serta f homomorfisma (R,S)-
modul maka r◦′f(x)•′s = f(r◦x•s) ∈ N , sehingga mengakibatkan r◦x•s ∈ f−1(N).
Dengan demikian, terbukti f−1(N) merupakan (R,S)-submodul.
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Apabila aksi ring S untuk sebelah kanan pada Lemma 2 dihilangkan, maka sifat-sifat pe-
ngawetan suatu (R,S)-submodul pada homomorfismanya akan berubah menjadi sifat penga-
wetan suatu R- submodul biasa. Selanjutnya disajikan pendefinisian kernel dan image pada
homomorfisma (R,S)-modul.

Definisi 3. Diberikan f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul.
1. Kernel dari f, dinotasikan dengan ker(f), didefinisikan

ker(f) = {m ∈ M | f(m) = 0M ′}

2. Image dari f, dinotasikan dengan im(f), didefinisikan

im(f) = {m′ ∈ M ′ | f(m) = m′,m ∈ M}.

Homomorfisma (R,S)-modul memiliki pengaruh terhadap keberadaan kernel dan image
pada homomorfisma R-modul. Karena homomorfisma (R,S)-modul harus menjaga aksi kiri
dari ringR sekaligus aksi kanan dari ringS, maka kernel dan image yang dihasilkan akan secara
otomatis mewarisi struktur dua sisi tersebut. Bentuk kernel dan image pada homomorfisma
(R,S)-modul mirip dengan bentuk kernel dan image pada homomorfisma R-modul. Akan
tetapi, dengan adanya aksi ring S pada sebelah kanan homomorfisma R-modul, hal ini meng-
akibatkan dampak terhadap struktur dari kernel dan image yang harus menjaga aksi kiri dari
ring R sekaligus aksi kanan dari ring S secara simultan. Struktur kernel dan image sebagai
submodul tentunya juga harus menjaga aksi kiri dari ring R sekaligus aksi kanan dari ring S
secara simultan.

Sifat yang disajikan pada Lemma 3 menjelaskan struktur ker(f) dan im(f) sebagai suatu
(R,S)-submodul. Struktur tersebut sangta dipengaruhi oleh adanya perilaku aksi ring S dari
sebelah kanan.

Lemma 3. Jika f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul, maka kernel f meru-
pakan (R,S)-submodul M .

Bukti. Diketahui bahwa f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul. Akan di-
buktikan bahwa ker(f) merupakan (R,S)-submodul M . Berdasarkan definisi dari ker(f)
diperoleh ker(f) ⊆ M . Diketahui f(0M) = 0M ′ , menunjukkan setidaknya terdapat satu
elemen di ker(f) yaitu 0M sehingga terbukti ker(f) bukan himpunan kosong. Ambil semba-
rang x, y ∈ ker(f), r ∈ R, dan s ∈ S. Karena f(x− y) = f(x)− f(y) = 0M ′ −′ 0M ′ = 0M ′ ,
sehingga diperoleh x−y ∈ ker(f). Lebih lanjut, f(r ◦x•s) = r ◦′ f(x)•′ s = r ◦′ (0M ′)•′ s =
(r ◦′ 0M ′) •′ s = 0M ′ sehingga r ◦ x • s ∈ ker(f). Dengan demikian, terbukti bahwa ker(f)
merupakan (R,S)-submodul M .

Lemma 4. Jika f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul, maka image f meru-
pakan (R,S)-submodul M ′.

Bukti. Diketahui bahwa f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul. Akan dibuk-
tikan bahwa im(f) merupakan (R,S)-submodul M ′. Berdasarkan definisi dari image dipero-
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leh im(f) ⊆ M ′. Diketahui f(0M) = 0M ′ menunjukkan setidaknya terdapat satu elemen di
im(f) yaitu 0M ′ sehingga im(f) bukan himpunan kosong. Ambil sembarang x, y ∈ im(f), r ∈
R, dan s ∈ S. Misalkan x = f(a) dan y = f(b) dengan a, b ∈ M . Perhatikan bahwa
x − y = f(a) − f(b) = f(a − b), untuk a − b ∈ M , hal ini mengakibatkan x − y ∈ im(f).
Selanjutnya, r ◦′ x •′ s = r ◦′ f(a) •′ s = f(r ◦ a • s), dengan r ◦ a • s ∈ M . Akibatnya,
r ◦′ x •′ s ∈ im(f). Dengan demikian, terbukti bahwa im(f) merupakan (R,S)-submodul
M ′.

Apabila aksi ring S untuk sebelah kanan pada Lemma 3 dan Lemma 4 dihilangkan, maka
struktur ker(f) dan im(f) sebagai suatu (R,S)-submodul akan berubah menjadi suatu R-
submodul biasa seperti pada pembahasan homomorfirma modul biasa. Pada (R,S)-modul
terdapat hubungan antara strukutur kernel sebagai syarat cukup dan perlu sifat injektif pada
homomorfisma.

Lemma 5. Diberikan f : M → M ′ merupakan homomorfisma (R,S)-modul. Selanjutnya, f
bersifat injektif jika dan hanya jika ker(f) = {0M}.

Bukti.

(⇒) Diketahui f homomorfisma (R,S)-modul. Akan dibuktikan bahwa jika f injektif maka
ker(f) = {0M}. Ambil sembarang a ∈ ker(f). Karena f(0M) = 0M ′ maka f(a) = f(0M).
Oleh karena f injektif maka haruslah a = 0M . Jadi, terbukti jika f injektif maka ker(f) =
{0M}.
(⇐) Diketahui f homomorfisma (R,S)-modul. Akan dibuktikan bahwa jika ker(f) = {0M}
maka f injektif. Ambil sembarang a, b ∈ M dengan f(a) = f(b). Karena f adalah homo-
morfisma (R,S)-modul maka f(a − b) = f(a) − f(b) = f(a) − f(a) = 0M ′ . Oleh karena
f(a − b) = 0M ′ maka a − b ∈ ker(f). Karena diketahui ker(f) = {0M}, maka haruslah
a− b = 0M . Dengan demikian dieproleh a = b yang menunjukkan bahwa f injektif. Dengan
demikian, terbukti f injektif jika dan hanya jika ker(f) = {0M}.

Berdasarkan suatu (R,S)-modul dan (R,S)-submodul, selanjutnya dapat dikonstruksi
suatu (R,S)-modul faktor. Konstruksi ini tentunya dengan memperhatikan syarat kekonsis-
tenan aksi ring R dari kiri dan aksi ring S dari kanan secara simultan.

Teorema 1. Diberikan M merupakan (R,S)-modul dan N merupakan (R,S)-submodul M .
Suatu grup faktor M/N merupakan (R,S)-modul dengan operasi perkalian skalar

r ∗ (x+N) • s = (r ∗ x • s) +N

untuk setiap r ∈ R, x+N ∈ M/N dan s ∈ S.

Bukti. DiketahuiM merupakan (R,S)-modul danN merupakan (R,S)-submodulM . Karena
M merupakan (R,S)-modul maka M merupakan suatu grup Abel terhadap penjumlahan.
Selanjutnya, karena N merupakan (R,S)-submodul M maka N merupakan suatu subgrup
Abel terhadap penjumlahan. Dengan demikian dapat dibentuk suatu grup factorM/N dimana

M/N = {x+N | x ∈ M}.

Operasi pada M/N didefinisikan sebagai

(x+N) + (y +N) = (x+ y) +N
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untuk setiap x+N, y +N ∈ M/N . Diperhatikan bahwa
1. Untuk setiap x+N, y+N ∈ M/N berlaku (x+N)+ (y+N) = (x+ y)+N , sehingga

operasi + tertutup pada M/N
2. Untuk setiap x+N, y +N, z +N ∈ M/N berlaku

((x+N) + (y +N)) + z +N = ((x+ y) +N) + (z +N) = (x+ y) + z +N

= x+ (y + z) +N = (x+N) + (y + z +N) = (x+N) + ((y +N) + (z +N))
sehingga operasi + bersifat assosiatif pada M/N

3. Terdapat elemen identitas 0M +N ∈ M/N sedemikian hingga

(x+N) + (0M +N) = (0M +N) + (x+N) = x+N

4. Untuk setiap elemen x+N ∈ M/N memiliki invers yakni −x+N ∈ M/N sedemikian
hingga

(x+N) + (−x+N) = (−x+N) + (x+N) = 0M +N

5. Untuk setiap x+N, y +N ∈ M/N berlaku

(x+N) + (y +N) = (x+ y) +N = (y + x) +N = (y +N) + (x+N)

sehingga operasi + bersifat komutatif pada M/N .
Dengan demikian, M/N terhadap operasi penjumlahan membentuk suatu grup Abel. Selan-
jutnya didefinisikan operasi perkalian skalar ∗, • : R×M/N × S → M/N dengan

∗, •(r, x+N, s) = r ∗ (x+N) • s def
= (r ∗ x • s) +N

untuk setiap (r, x+N, s) ∈ R×M/N×S. Akan dibuktikan bahwaM/N merupakan (R,S)-
modul. Diperhatikan bahwa untuk setiap r1, r2 ∈ R, x + N, y + N ∈ M/N, dan s1, s2 ∈ S
memenuhi
1. r1 ∗ (x+N + y +N) • s1 = r1 ∗ (x+N) • s1 + r1 ∗ (y +N) • s1
2. (r1 + r2) ∗ (x+N) • s1 = r1 ∗ (x+N) • s1 + r2 ∗ (x+N) • s1
3. r1 ∗ (x+N) • (s1 + s2) = r1 ∗ (x+N) • s1 + r1 ∗ (x+N) • s2
4. r1 ∗ (r2 ∗ (x+N) • s1) • s2 = (r1r2) ∗ (x+N) • (s1s2)

Dengan demikian, terbukti bahwa M/N merupakan (R,S)-modul.

Untuk selanjutnya, (R,S)-modul M/N pada Teorema 1 dinamakan (R,S)-modul faktor
M olehN . Apabila aksi ring S disebelah kanan pada Teorema 1 dihilangkan, makaM/N yang
semula merupakan (R,S)-modul faktor M oleh N , akan berubah menjadi M/N merupakan
R-modul faktor M oleh N . Dengan kata lain, (R,S)-modul faktor dapat diperoleh dengan
memperluas R-modul dengan menambahkan aksi ring S pada sebelah kanan dengan mem-
pertahankan kekonsistenan aksi ring R dari kiri dan aksi ring S dari kanan secara simultan.

Akibat 1. Apabila M dan M ′ merupakan (R,S)-modul dan f : M → M ′ merupakan homo-
morfisma (R,S)-modul, maka M/ ker(f) adalah modul faktor M oleh ker(f).

Bukti. Berdasarkan Lemma 3 diperoleh bahwa ker(f) adalah (R,S)-submodulM . Selanjutnya
berdasarakan Teorema 1 diperoleh bahwaM/ ker(f) adalah modul faktorM oleh ker(f).

Berdasarkan Lemma 4, diketahui bahwa im(f) adalah (R,S)-submodul M ′. Selanjutnya
dibentuk suatu fungsi v : M/ ker(f) → im(f) dengan definisi

v(m+ ker(f)) = f(m)
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untuk setiap m + ker(f) ∈ M/ ker(f). Teorema 2 menjelaskan hubungan struktur antara
modul faktor M/ ker(f) dan im(f).

Teorema 2. Apabila M dan M ′ merupakan (R,S)-modul dan f : M → M ′ merupakan homo-
morfisma (R,S)-modul, maka M/ ker(f) isomorfis dengan im(f)

Bukti. Diperhatikan bahwa untuk setiapm1+ker(f),m2+ker(f) ∈ M/ ker(f) dan r ∈ R, s ∈
S berlaku
1. v(m1+ker(f)+m2+ker(f)) = v(m1+m2+ker(f)) = f(m1+m2) = f(m1)+f(m2)

= v(m1 + ker(f)) + v(m2 + ker(f))
2. v(r ∗ (m1 + ker(f)) • s) = v(r ∗m1 • s+ ker(f)) = f(r ∗m1 • s) = r ∗′ f(m1) •′ s

= r ∗′ v(m1 + ker(f)) •′ s
Dengan demikian, v adalah suatu homomorfisma (R,S)-modul. Selanjutnya akan ditunjukkan
bahwa v bersifat injektif dan surjektif.

Diperhatikan bahwa
1. ker(v) = {m+ ker(f) ∈ M/ ker(f) | v(m+ ker(f)) = 0M ′}

= {m+ ker(f) ∈ M/ ker(f) | f(m) = 0M ′}
= {m+ ker(f) ∈ M/ ker(f) | m ∈ ker(f)}
= {0M/ ker(f)}

Karena ker(v) = {0M/ ker(f)} maka f bersifat injektif
2. im(v) = {m′ ∈ im(f) | m′ = v(m+ ker(f)),m+ ker(f) ∈ M/ ker(f)}

= {m′ ∈ im(f) | m′ = f(m),m ∈ M}
= im(f)

Karena im(v) = im(f) maka f bersifat surjektif.
Dengan demikian, v : M/ ker(f) → im(f) merupakan suatu isomorfisma (R,S)-modul. Aki-
batnya M/ ker(f) isomorfis dengan im(f).

4. Kesimpulan
Homomorfisma (R,S)-modul dibentuk dari homomorfisma R-modul dengan menam-

bahkan aksi ring S disebelah kanan. Suatu homomorfisma yang hanya bersifat linear kiri
terhadap ring R pada homomorfisma R-modul, berubah syarat memenuhi sifat linier kiri ter-
hadap ring R sekaligus linear kanan terhadap ring S secara simultan pada homomorfisma
(R,S)-modul. Suatu homomorfisma (R,S)-bimodul dapat dipandang sebagai kejadian khu-
sus dari homomorfisma (R,S)- modul dengan mengganti syarat sifat linier kiri dan linier kan-
an yang simultan menjadi tidak simultan. Suatu homomorfisma R-modul dapat dipandang
sebagai kejadian khusus dari homomorfisma (R,S)- modul dengan menghapus aksi ring S
dari sebelah kanan, sehingga hanya mempertahankan linier dari kiri terhadapR. Lebih lanjut,
struktur kernel dan image suatu (R,S)-homomorfismamodul, serta (R,S)- modul faktor juga
disyaratkan harus menjaga kekonsistenan aksi kiri dari ringR sekaligus aksi kanan dari ring S
secara simultan. Untuk penelitian selanjutnya dapat dilakukan pada pengembangan Teorema
Fundamental Homomorfisma pada (R,S)-modul dengan memanfaatkan konsep homomorfis-
ma (R,S)-modul yang sudah diperoleh pada artikel ini.
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