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ABSTRAK. Artikel ini mengembangkan suatu kerangka konseptual yang menghubungkan konstruksi la-
pangan hasil bagi, struktur grup kurva eliptik, dan operasi simbolik Elliptic Curve Cryptography (ECC)
sehingga mekanisme matematis ECC dapat dianalisis secara eksplisit sebelum diimplementasikan pada
lapangan hingga. Meskipun implementasi praktis ECC menggunakan lapangan hingga, pemahaman
mengenai konstruksi lapangan hasil bagi (quotient field) tetap penting sebagai landasan matematis ope-
rasi pada kurva eliptik. Artikel ini mengkaji struktur aljabar lapangan hasil bagi Q dan penerapannya
dalam teori kurva eliptik, dengan fokus pada penjumlahan titik dan verifikasi sifat grup abelian dalam
himpunan titik kurva E(Q). Pendekatan ini memungkinkan setiap operasi aljabar direpresentasikan
secara simbolik (symbolic computation) sehingga mekanisme operasi titik dapat dianalisis secara lebih

Kriptografi eksplisit. Pemahaman tersebut membantu menjembatani konsep aljabar abstrak dengan struktur grup
Kurva elliptik pada kurva eliptik. Oleh karena itu, kajian mengenai quotient field memberikan kerangka konseptual
yang mendukung pemahaman teoritis terhadap ECC. Penulisan artikel ini bertujuan untuk memberikan
KEYWORDS pemahaman yang lebih dalam mengenai dasar matematis yang mendasari penggunaan kurva eliptik da-
Abelian g;?ulg lam kriptografi, sebagai langkah membangun framework konseptual dalam menjelaskan ECC.
1€
Integral domain
crypthography

ABSTRACT. This article develops a conceptual framework that connects quotient field construction,
elliptic curve group structures, and symbolic operations in Elliptic Curve Cryptography (ECC), enabling
the mathematical mechanisms of ECC to be analyzed explicitly before being implemented over finite fields.
Although practical implementations of ECC employ finite fields as the basis for arithmetic operations,
understanding quotient field construction from an integral domain remains important as the mathematical
foundation of elliptic curve operations. This article investigates the algebraic structure of the quotient
field Q and its application to elliptic curve theory, focusing on point addition and the verification of the
Abelian group properties of the point set E(Q). This approach allows every algebraic operation to be
represented symbolically (symbolic computation), enabling elliptic curve point operations to be analyzed
more explicitly. Such an understanding bridges the concepts of abstract algebra and elliptic curve group
structures. Therefore, the study of quotient fields provides a conceptual framework that supports the
theoretical understanding of ECC. This article aims to provide a deeper understanding of the mathematical
foundations underlying the use of elliptic curves in cryptography as a step toward developing a conceptual
framework for explaining ECC.

Elliptic curve

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative
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1. Pendahuluan

Kriptografi modern memanfaatkan konsep-konsep matematika yang kuat dan struktu-
ral untuk membangun sistem yang aman. Konsep penting dalam kriptografi adalah struktur
aljabar seperti ring, daerah integral, dan lapangan. Kriptografi modern mengandalkan teori
bilangan dan aljabar abstrak untuk membangun sistem enkripsi yang aman. Dalam kriptografi,
konsep lapangan sangat penting, terutama dalam sistem seperti kriptografi eliptik dan kripto-
grafi berbasis lapangan hingga (finite field cryptography) [1-7]. Penggunaan kurva eliptik secara
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signifikan berkontribusi dalam berbagai algoritma enkripsi, tanda tangan digital, dan protokol
keamanan. Secara klasik, setiap daerah integral dapat diperluas menjadi suatu lapangan me-
lalui konstruksi lapangan hasil bagi (quotient field), sehingga seluruh operasi aljabar memenuhi
aksioma lapangan [8, 9]. Salah satu konsep fundamental dalam aljabar adalah daerah integral,
yaitu suatu ring komutatif dengan elemen kesatuan yang tidak memiliki pembagi nol. Namun,
tidak semua daerah integral memiliki sifat sebagai lapangan, yaitu himpunan dengan operasi
penjumlahan dan perkalian di mana setiap elemen tak nol memiliki invers perkalian [10]. Se-
bagian besar literatur hanya membahas konstruksi quotient field sebagai hasil teoritis dalam
Aljabar Abstrak tanpa mengaitkannya dengan struktur kurva eliptik maupun mekanisme dasar
Elliptic Curve Cryptography (ECC). Sebaliknya, literatur mengenai kurva eliptik umumnya men-
jelaskan struktur grup dan operasi titik dengan mengasumsikan keberadaan suatu lapangan
tanpa menjelaskan bagaimana lapangan tersebut dikonstruksi dari daerah integral [11, 12].
Berdasarkan kesenjangan tersebut, artikel ini bertujuan memberikan pemahaman yang lebih
mendalam mengenai pembentukan lapangan dari daerah integral, khususnya konstruksi la-
pangan hasil bagi Q dari Z, serta menganalisis bagaimana struktur tersebut menjadi dasar
pembentukan kurva eliptik £(Q). Berbeda dengan penelitian terdahulu yang berfokus pada
pembuktian teori quotient field atau implementasi ECC pada lapangan hingga, penelitian ini
menyusun suatu framework konseptual yang mengintegrasikan konstruksi quotient field, repre-
sentasi koordinat rasional, validasi kurva melalui diskriminan, analisis operasi point addition,
serta verifikasi sifat grup Abelian menggunakan pendekatan simbolik. Pendekatan ini tidak
dimaksudkan untuk menggantikan implementasi ECC berbasis finite field, tetapi untuk men-
jelaskan secara eksplisit mekanisme matematis yang mendasari operasi pada kurva eliptik
sebelum direpresentasikan dalam bentuk aritmetika modular.

Perkembangan penelitian ECC dalam beberapa tahun terakhir juga lebih banyak diarahk-
an pada peningkatan efisiensi implementasi menggunakan lapangan hingga. Penelitian [13]
mengembangkan optimasi algoritma ECC untuk meningkatkan performa komputasi, sedangk-
an [14] mengusulkan arsitektur prosesor ECC berkecepatan tinggi pada kurva Weierstrass di
atas GF(p). Penelitian-penelitian tersebut menunjukkan bahwa fokus riset modern didomi-
nasi oleh optimasi algoritma, efisiensi komputasi, dan implementasi perangkat keras berbasis
finite field. Dengan demikian, belum ada kajian yang secara sistematis menghubungkan kon-
struksi quotient field, representasi koordinat rasional, struktur grup kurva eliptik, dan operasi
titik dalam satu kerangka konseptual sebagai landasan matematis sebelum implementasi ECC
pada finite field.

Daerah integral D = Z yang terdiri dari bilangan bulat menjadi dasar dari konstruksi
lapangan Q yang mencakup bilangan pecahan. Pembentukan lapangan ini mengarah pada
struktur aljabar yang lebih luas, yang memungkinkan pembagian dan operasi lain yang lebih
kompleks. Dengan membangun lapangan hasil bagi Q, didapatkan struktur yang mendasari
operasi dalam kurva eliptik dan memiliki peran penting dalam kriptografi modern. Kriptografi
sering bekerja pada lapangan hingga [3]. Analisis terhadap himpunan titik £(Q) memungkink-
an proses penjumlahan titik dan pembentukan struktur grup Abelian diamati secara simbolik.
Dengan memverifikasi bahwa operasi penjumlahan titik memenuhi aksioma grup, dapat dipas-
tikan bahwa kurva eliptik ini valid dan dapat digunakan dalam ECC, di mana keamanan sistem
terutama bergantung pada kesulitan menyelesaikan Elliptic Curve Discrete Logarithm Problem
(ECDLP) [4], termasuk dalam penerapan skema seperti Elliptic Curve Digital Signature Algorithm
(ECDSA) [5].

Motivasi penulisan artikel ini muncul dari kebutuhan untuk menjelaskan dan menghu-
bungkan matematika dasar dengan aplikasi kriptografi, terutama dengan menghadirkan pen-
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dekatan yang secara eksplisit menghubungkan struktur aljabar abstrak dalam dunia kripto-
grafi melalui kajian kurva eliptik dan pengembangan pemahaman yang lebih dalam mengenai
konstruksi lapangan hasil bagi Q. Berbeda dengan literatur sebelumnya, melalui pendekatan
tersebut, artikel ini tidak hanya menjelaskan konstruksi matematis lapangan hasil bagi dari
daerah integral, tetapi juga menghubungkannya dengan struktur kurva eliptik dalam suatu
kerangka konseptual yang utuh. Artikel ini memberikan kerangka konseptual yang menghu-
bungkan konstruksi quotient field dengan operasi simbolik pada kurva eliptik sebagai media
untuk memahami struktur aljabar ECC. Kontribusi penelitian ini diharapkan dapat memperku-
at pemahaman teoritis mengenai hubungan antara Aljabar Abstrak dan ECC, sekaligus menjadi
dasar konseptual bagi pengembangan analisis simbolik, pembelajaran matematika kriptografi,
dan penelitian lanjutan mengenai struktur aljabar kurva eliptik.

2. Metode

Penelitian ini bersifat teoretis-konseptual dengan dukungan eksperimen simbolik. Penu-
lisan ini dilakukan berdasarkan studi literatur berupa buku-buku yang berhubungan dengan
daerah integral, grup, dan lapangan. Diawali dengan mengingat definisi ring dan lapangan,
selanjutnya membentuk lapangan hasil bagi dari daerah integral dengan mendefinisikan him-
punan pasangan serta menelaah struktur aljabar kurva eliptik pada suatu lapangan. Penelitian
ini juga menganalisis struktur kurva eliptik pada (Qp dengan menyusun operasi penjumlah-
an titik P + ) dan penggandaan 2P, serta memverifikasi sifat grup Abelian dari himpunan
titik £(Qp), termasuk keberadaan identitas dan invers. Selanjutnya, penelitian ini mencakup
implementasi numerik untuk memvalidasi konsep-konsep yang dibahas. Metode penelitian
digambarkan dalam workflow pada Gambar 1.

-~ N \
1. Studi Literatur 3. Pembuktian Aksioma 5. Analisis Operasi Titik 7. Implementasi Komputasi 9. Analisis Perbandingan
Lapangan pada Kurva Eliptik ( Python )
= . h Membandingkan operasi
o i i + Point Addition XD oo ani it rushonal il i
Integral Domain, o g FACElapIng 8

pada kurva eliptik

« Point Doubling
+ Verifikasi operasi titik

( Qp ) dengan lapangan

| Quotient Field, Kurva lapangan (tertutup,
hingga GF(p).

Eliptik, dan ECC. identitas, imvers, dIl). « Scalar Multiplication

secara simbolik

L ®

Tujuan
Penelitian
Mengembangkan
kerangka konseptual
konstruksi, quotient

dalam konteks ECC.

2. Konstruksi Lz 1. Definisi Kurva Eliptik 6. Verifikasi Grup Abelian 8. Tlustrasi ECC 10. Kesimpulan
Hasil Bagi (Q ey .
pada Membuktikan bahwa himpunan + Pemetaan karakter ke titik Menarik kesimpulan
M:_mbangun l:pnngan. Mindsfali ik .".:l; km:: eliptik bﬂ::mak kurva eliptik atas konstruksi lapangan
hasil bagi melalui relasi cliptik di atas lapangan i e "'l_;!" T } + Enkripsi menggunakan skema hasil bagi, struktur grup
ekuivalensi pada pasangan hasil bagi grup Abelian (closure, identity, ElGamal berbasis kurva eliptik Abelian kurva eliptik,
o

inverse, commutative,
associative).

terurut dari daerah integral. dan kaitannya dengan

ECC.

« Pembentukan pasangan
| ciphertext (Cy, C;)

! Keterangan:  Penelitian dilakukan secara teoritis dengan analisis matematis dan validasi melalui komputasi simbolik menggunakan Python.

Gambar 1. Workflow penelitian.

3. Hasil dan Pembahasan

Bagian ini menyajikan hasil kajian teoretis dan analisis matematis mengenai konstruk-
si lapangan hasil bagi dari suatu daerah integral, serta penerapannya pada kriptografi kurva
eliptik. Pembahasan diawali dengan studi literatur konseptual yang menguraikan teori dasar
mengenai daerah integral, lapangan, dan kurva eliptik sebagai landasan penelitian. Selanjut-
nya, dibahas proses konstruksi teoretis lapangan hasil bagi beserta pembuktian sifat-sifat alja-
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barnya sehingga diperoleh suatu struktur lapangan yang memenuhi aksioma-aksioma dasar.
Berdasarkan struktur tersebut, analisis terhadap kurva eliptik dilakukan dengan mendefini-
sikan lapangan bilangan rasional, dilanjutkan operasi penjumlahan titik, penggandaan titik
(point doubling), serta verifikasi sifat grup Abelian yang menjadi dasar matematis ECC. Seba-
gai bentuk validasi konseptual, pembahasan diakhiri dengan analisis numerik menggunakan
implementasi komputasi untuk menunjukkan kesesuaian antara hasil teoretis dan operasi ari-
tmetika pada kurva eliptik.

3.1. Landasan Konseptual

Kriptografi modern dibangun di atas berbagai konsep matematika yang saling berkait-
an, terutama teori bilangan, aljabar abstrak, dan geometri aljabar. Struktur aljabar seperti
ring, integral domain, dan field merupakan fondasi yang memungkinkan operasi aritmetika di-
lakukan secara konsisten dalam berbagai sistem kriptografi [15]. Dalam konteks tersebut, ECC
berkembang sebagai salah satu skema kriptografi kunci publik yang memberikan tingkat ke-
amanan tinggi dengan ukuran kunci relatif kecil dibandingkan sistem kriptografi klasik (3, 4].
Berbagai standar internasional, seperti NIST SP 800-186 [7], juga menetapkan bahwa imple-
mentasi praktis ECC menggunakan kurva eliptik yang didefinisikan pada finite field sebagai
dasar operasi aritmetika.

Secara matematis, operasi pada ECC tidak dapat dipisahkan dari konsep lapangan (field).
Literatur Aljabar Abstrak menjelaskan bahwa setiap integral domain dapat diperluas menjadi
suatu lapangan melalui konstruksi quotient field atau field of fractions, sehingga setiap elemen
tak nol memiliki invers perkalian [8, 16, 17]. Konstruksi ini merupakan hasil klasik dalam
Aljabar Abstrak dan menjadi dasar bagi berbagai pengembangan teori aljabar komutatif. Na-
mun, pembahasan tersebut umumnya berhenti pada pembentukan struktur lapangan tanpa
mengaitkannya dengan pembentukan kurva eliptik maupun aplikasi pada kriptografi.

Di sisi lain, teori kurva eliptik berkembang sebagai cabang matematika yang menjelaskan
bagaimana himpunan titik pada suatu kurva membentuk grup Abelian melalui operasi penjum-
lahan titik (point addition) dan penggandaan titik (point doubling) [11, 12, 15]. Penelitian [11]
menitikberatkan pada aspek aritmetika kurva eliptik, sedangkan [12] menghubungkan teori
tersebut dengan penerapan pada kriptografi berbasis kurva eliptik. Meskipun demikian, ke-
dua referensi tersebut mengasumsikan keberadaan suatu lapangan sebagai domain koordinat
tanpa membahas bagaimana lapangan tersebut dibangun dari suatu daerah integral melalui
konstruksi quotient field.

Perkembangan penelitian terbaru mengenai ECC lebih banyak diarahkan pada peningkat-
an efisiensi implementasi. Penelitian [5] membahas optimasi implementasi perangkat lunak
ECC, sedangkan [18] mengembangkan percepatan operasi scalar multiplication pada prime fie-
Id. Penelitian yang lebih mutakhir juga menunjukkan kecenderungan serupa. Penelitian [13]
mengusulkan optimasi algoritma ECC untuk meningkatkan performa komputasi, sementara
[14] mengembangkan arsitektur prosesor berkecepatan tinggi pada kurva Weierstrass di atas
GF(p). Seluruh penelitian tersebut memperlihatkan bahwa fokus utama riset ECC modern ber-
ada pada optimasi algoritma, efisiensi komputasi, dan implementasi perangkat keras berbasis
finite field, bukan pada penguatan fondasi matematis pembentukan struktur aljabarnya.

Sementara itu, beberapa penelitian mulai mengkaji aspek formal dari struktur mate-
matika ECC. Penelitian [19] menyajikan pembuktian formal hukum grup pada kurva Weiers-
trass menggunakan pendekatan formal verification, sedangkan [20] menunjukkan bahwa pe-
ngembangan skema kriptografi modern, termasuk kriptografi berbasis isogeni, tetap bergan-
tung pada pemahaman mendalam terhadap struktur matematika kurva eliptik. Akan tetapi,
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penelitian-penelitian tersebut tetap memulai analisis dari kurva eliptik yang telah terdefinisi
pada suatu lapangan dan belum menghubungkan proses konstruksi lapangan hasil bagi de-
ngan struktur grup kurva eliptik secara konseptual.

Berdasarkan kajian literatur tersebut, masih terdapat kesenjangan penelitian (research
gap) berupa belum adanya kajian yang mengintegrasikan konstruksi quotient field, embedding
integral domain, validasi kurva melalui diskriminan, struktur grup Abelian, verifikasi komputasi
simbolik, dan mekanisme dasar operasi ECC ke dalam satu kerangka konseptual yang utuh.
Sebagian besar penelitian hanya membahas salah satu aspek, yaitu teori quotient field, teori
kurva eliptik, atau implementasi ECC pada finite field, tanpa menjelaskan hubungan konseptual
antarbagian tersebut.

Oleh karena itu, penelitian ini tidak bertujuan mengembangkan algoritma ECC baru atau-
pun menggantikan implementasi berbasis finite field. Kontribusi utama penelitian ini adalah
menyusun suatu framework konseptual yang menghubungkan konstruksi quotient field dari da-
erah integral, proses embedding ke dalam @) p, pembentukan kurva eliptik £(Qp), validasi ku-
rva menggunakan diskriminan, analisis operasi point addition dan point doubling, verifikasi sifat
grup Abelian melalui pendekatan simbolik, serta ilustrasi komputasi menggunakan Python.
Framework ini diharapkan dapat menjembatani teori Aljabar Abstrak dengan dasar matematis
ECC, sehingga memberikan pemahaman yang lebih sistematis mengenai mekanisme aljabar
yang mendasari implementasi ECC.

3.2. Konstruksi Lapangan Hasil Bagi sebagai Fondasi Struktur Kurva Eliptik
Didefinisikan kurva eliptik secara umum [21]

E:y* =2 +ax +0b. (1)

Dalam teori kurva eliptik, terdapat titik tak hingga O yang dianggap sebagai “titik di ujung”
dari kurva, secara geometris dapat dibayangkan sebagai titik “di tak hingga” dalam bidang
koordinat. Dengan demikian, berlaku definisi

VP e F, P+0O=P (2)
Dari pers. (1) didapatkan
y=+vVad+axr+Db,

yang merupakan kurva yang simetris terhadap sumbu horizontal z. Titik potong antara kurva
dan sumbu z dicari dengan menggunakan diskriminan dari persamaan kubik

4 ax+b=0. (3)

Dengan menggunakan Metode Cardano [22] dalam penyelesaian persamaan kubik dalam
bentuk akar real atau kompleks, diskriminan dari pers. (3) dituliskan sebagai

A, = —4a® — 27b% (4)

Berdasarkan nilai diskriminan tersebut, berlaku:
* Jika A. > 0, maka pers. (3) memiliki tiga akar real berbeda, «, 3, dan ~.
* Jika A. = 0, maka pers. (3) memiliki tiga akar real dengan setidaknya dua akar yang
sama.
* Jika A. < 0, maka pers. (3) memiliki satu akar real o dan dua akar kompleks konjugat.
Ketiga kondisi diskriminan tersebut diilustrasikan pada Gambar 2.
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Gambar 2. Kurva dengan nilai diskriminan yang berbeda.

Gambar 2 bagian kiri menunjukkan kurva singular yang memiliki dua garis singgung pada
titik singular, sedangkan dua gambar berikutnya menunjukkan kondisi lainnya dengan perbe-
daan bentuk kurva yang disebabkan oleh nilai diskriminan yang berbeda.

Beberapa ketentuan matematis harus dipenuhi agar kurva dapat digunakan dalam kon-
teks kriptografi, sehingga diperlukan uji validitas kurva eliptik. Langkah-langkah untuk meng-
uji validitas kurva eliptik dalam keamanan algoritma kriptografi adalah sebagai berikut.

1. Memeriksa persamaan kurva.

Artikel ini menggunakan persamaan Weierstrass [23] karena dapat digunakan untuk me-

nentukan kesingularan kurva. Dengan demikian, dipastikan persamaan kurva berada

dalam bentuk persamaan Weierstrass.
2. Menghitung diskriminan.
Diskriminan kurva eliptik dihitung dengan rumus

A = —16 (4a® 4 270%) (5)

dengan a dan b merupakan parameter dari persamaan kurva eliptik.
* Jika A # 0, maka kurva eliptik valid atau nonsingular.
* Jika A = 0, maka kurva eliptik singular dan tidak valid sebagai kurva eliptik untuk
operasi grup ECC.
3. Memeriksa tidak adanya titik singular.

Titik singular adalah titik pada kurva yang tidak memiliki gradien atau turunan yang ter-

definisi dengan baik. Jika diskriminan A tidak sama dengan nol, maka kurva tersebut

bebas dari titik singular. Jika kurva memiliki titik singular, kondisi tersebut dapat me-
nyebabkan masalah dalam operasi aljabar pada kurva eliptik, seperti penjumlahan titik
dan penerapan algoritma kriptografi.

Uji validitas tersebut memastikan bahwa kurva eliptik yang digunakan memiliki struktur
matematika yang kokoh, sehingga mendukung keamanan algoritma kriptografi. Selain itu,
agar kurva eliptik dapat digunakan dalam kriptografi secara efisien dan aman [10], nilai a
dan b harus dipilih sedemikian rupa sehingga kurva memiliki sifat aljabar yang baik, seperti
menghindari serangan matematika yang mungkin terjadi pada kurva tertentu.

Dalam teori Aljabar Abstrak, setiap daerah integral dapat diperluas menjadi suatu la-
pangan melalui konstruksi quotient field. Pembuktian mengenai keberadaan lapangan hasil
bagi telah dibahas secara luas dalam literatur klasik Aljabar Abstrak [8, 9, 24|. Oleh karena
itu, penelitian ini tidak bertujuan mengembangkan kembali pembuktian tersebut, melainkan
memanfaatkan hasil konstruksi tersebut sebagai fondasi matematis untuk membangun rep-
resentasi koordinat rasional pada kurva eliptik. Dengan demikian, konstruksi quotient field
diposisikan sebagai langkah awal dalam kerangka konseptual yang menghubungkan daerah
integral dengan struktur grup pada kurva eliptik.
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Definisi 1. Misalkan D merupakan suatu daerah integral dan D* = D\ {0}. Didefinisikan

QDZ{S'(p,q)GDxD*}.

Kemudian () p dapat dibentuk menjadi lapangan, dengan kata lain membentuk ring komu-
tatif dengan elemen kesatuan dan setiap elemen tak nol mempunyai invers. Sebelumnya
didefinisikan terlebih dahulu operasi penjumlahan (+) dan operasi perkalian (-) pada Qp
sebagai berikut. Untuk % dan fl’—j kelas ekuivalensi di @) p,

P dp2 _ p1ge + paqu

+ (Definisi 1a)
q1 a2 4142
Selanjutnya,
P P2 _ PPz (Definisi 1b)
a1 Qg2 q1492

Berdasarkan konstruksi standar pada teori Aljabar Abstrak, operasi tersebut memenuhi
aksioma lapangan sehingga (), merupakan suatu field. Lapangan

Qp = (Q@p,+,")

disebut lapangan hasil bagi dari daerah integral D. Untuk menunjukkan bahwa daerah integral
D dapat disisipkan ke dalam lapangan () p, digunakan pemetaan

fiD—)QD

yang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2. Misal f(p) = ¥, Vp € D, dengan

el s

= {(v,y) € Dx D*[(z,y) ~ (p,1)}.

Jika D dapat disisipkan ke lapangan () p, maka D isomorfik dengan citranya f(D) C Qp.
Oleh karena itu,

D = f(D).

Dengan menggunakan Teorema Utama Homomorfisme Ring, akan ditunjukkan bahwa pe-
metaan f merupakan homomorfisme, injektif, dan memiliki

ker(f) = {0}.
1. f homomorfisme. Ambil sebarang p;, p, € D. Akan ditunjukkan

f(pr+p2) = f(p1) + f(p2)

dan

f(p1p2) = f(pl)f(p2)'
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Berdasarkan Definisi 1b,

Flp1 +p2) = DP1 —;p2
P
1 1
= f(pl) + f(p2>7
dan
flpipa) = 22
_ PP
1 1
= f(p1)f(p2)-
Terbukti bahwa f merupakan homomorfisme, yaitu
Vp1,p2 € D,
berlaku
f(or+p2) = fp1) + [ (p2)
dan

f(p1p2) = f(p1) f(p2).
2. f injektif. Ambil sebarang p;, po € D. Akan ditunjukkan bahwa
f(p1) = f(p2) == p1 = pa.

Berdasarkan pers. (Definisi 1b),

Jika f(p1) = f(p2), maka

p p
T1=T2<:>p1'1=p2'1<:>plzp2-

Dengan demikian, terbukti bahwa f merupakan pemetaan injektif.
3. Kernel f adalah {0}. Misalkan

p1 € ker(f).
Berdasarkan definisi kernel,

ker(f) ={p1 € D | f(p1) = 0}.

Dengan demikian,
fp)=0=2=0=p =0

Oleh karena itu,

ker(f) = {0}.

Proposisi 1. Misalkan D merupakan suatu daerah integral dan () p adalah lapangan hasil bagi
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yang dibangun dari D. Berdasarkan homomorfisme injektif
p
f:D_>QD7 f(p):Ia

maka D dapat diidentifikasi sebagai subring dari () p. Oleh karena () , memenuhi seluruh aksio-
ma lapangan, Q) p dapat digunakan sebagai domain koordinat dalam pendefinisian kurva eliptik

E(Qp).

Bukti. Pemetaan

f D — QD
merupakan homomorfisme dengan
ker(f) = {0}.
Menurut Teorema Homomorfisme Ring, diperoleh
D = f(D).
Karena
f(D) € @p,

maka D dapat dipandang sebagai subring dari (Jp. Selanjutnya, karena ()p merupakan la-
pangan, koordinat titik pada kurva eliptik dapat dipilih sebagai

(l’,y) € QD X QD-

Dengan demikian, kurva eliptik

E(@Qp) ={(z.y) €Qp |y* =2’ +az+b, A#0}

terdefinisi dengan baik sehingga () dapat digunakan sebagai domain koordinat dalam ana-
lisis struktur grup. O

Berdasarkan hasil konstruksi tersebut, lapangan ) selanjutnya digunakan sebagai do-
main koordinat untuk membangun kurva eliptik F(Q)p). Pada bagian berikutnya dianalisis
bagaimana struktur lapangan ini mendukung definisi operasi penjumlahan titik, pembentuk-
an grup Abelian, serta representasi simbolik yang menjadi dasar konseptual dalam memahami
mekanisme ECC. Kontribusi penelitian ini bukan terletak pada pembuktian kembali konstruk-
si lapangan hasil bagi, melainkan pada pemanfaatan hasil konstruksi tersebut sebagai fondasi
pembentukan struktur kurva eliptik.

Setelah diperoleh lapangan () p, setiap titik pada kurva eliptik dapat direpresentasikan
sebagai pasangan bilangan rasional sehingga operasi penjumlahan titik dapat dianalisis se-
cara simbolik tanpa reduksi modulo. Hasil konstruksi lapangan hasil bagi beserta embedding
kanonik menunjukkan bahwa setiap elemen daerah integral dapat direpresentasikan sebagai
elemen lapangan ()p. Representasi ini menjadi dasar dalam mendefinisikan koordinat titik
pada kurva eliptik yang dianalisis. Oleh karena itu, pembentukan (), pada penelitian ini ti-
dak diposisikan sebagai tujuan akhir, tetapi sebagai fondasi konseptual untuk membangun
struktur £(Q)p) dan menganalisis operasi titik secara simbolik.
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3.3. Analisis Struktur Kurva Eliptik pada Lapangan Bilangan Rasional

Kurva eliptik harus bekerja dalam suatu lapangan karena lapangan merupakan fonda-
si utama dalam penerapan ECC [25]. Oleh karena itu, ketika bekerja pada daerah integral
diperlukan pembentukan lapangan ()p dari daerah integral tersebut. Lapangan hasil bagi
memastikan setiap elemen tak nol memiliki invers perkalian [26].

3.3.1. Struktur Aljabar dalam Kurva Eliptik

Titik-titik pada F(Q)p) dilengkapi dengan operasi penjumlahan titik menggunakan geo-
metri garis singgung dan membentuk grup Abelian. Operasi ini tetap terdefinisi dengan baik
meskipun menggunakan aritmetika pecahan. Dalam hal ini, Teorema Bézout [27] digunakan
untuk menjelaskan perpotongan antara garis dan kurva eliptik yang menjadi dasar geometris
operasi penjumlahan titik.

3.3.2. Analisis Penjumlahan Titik pada Kurva Eliptik

Operasi penjumlahan titik merupakan dasar pembentukan struktur grup pada kurva elip-
tik. Rumus point addition telah dibahas secara luas dalam literatur ECC. Oleh karena itu, pe-
nelitian ini tidak mengembangkan kembali rumus tersebut, melainkan menganalisis perilaku
operasi ketika seluruh koordinat titik direpresentasikan pada lapangan hasil bagi @) p.

Misalkan terdapat dua titik pada kurva eliptik,

P = (v1,y1) dan Q = (2,92)-

Penjumlahan titik P dan ¢ menghasilkan titik

R = (1’373/3)7

yang juga berada pada kurva eliptik. Terdapat dua kasus utama dalam proses penjumlahan
titik pada kurva eliptik [28].
1. P # () (titik yang berbeda).
Garis yang menghubungkan titik P dan () akan memotong kurva eliptik di titik ketiga.
Refleksi titik ketiga tersebut terhadap sumbu x menghasilkan titik P + Q).
2. P = (@ (titik yang sama).
Dengan menggunakan garis singgung pada titik P, garis singgung akan memotong kurva
eliptik di titik ketiga. Refleksi titik ketiga tersebut terhadap sumbu z menghasilkan titik
P+ P=2P.
Langkah-langkah Penjumlahan Titik (P # Q).
1. Menghitung gradien garis yang menghubungkan P dan Q).
Gradien m dari garis yang menghubungkan

P=(z1,y1) dan Q= (x2,72)

dihitung menggunakan

Y2 — Y1
m = .
To — 1
2. Menentukan koordinat titik hasil.
Koordinat x5 dihitung dengan

x3 =m® — xy — I,
sedangkan koordinat y3 dihitung dengan

Ys = m(% - $3) - Y1,
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atau secara ekuivalen,
ys = m(xe — x3) — Yo.
3. Menentukan hasil penjumlahan.
Titik yang diperoleh dari proses tersebut merupakan

P+Q=R.

Langkah-langkah Penjumlahan Titik (P = Q).
1. Menghitung gradien m.
Gradien garis singgung pada titik

P = (xlvyl)

dihitung dengan
B 313 +a

2u1

Rumus ini berasal dari turunan persamaan
V=234 ar+b

yang digunakan untuk mencari gradien garis singgung pada kurva.
2. Menentukan koordinat titik R.
Koordinat x5 dihitung dengan
r3 = m? — 214,
dan
ys = m(xy — x3) — y1.
3. Menentukan hasil penggandaan titik.

Diperoleh
P+ P=2P=R.

Operasi penjumlahan titik yang sama disebut point doubling [29]. Tanpa garis singgung,
tidak ada cara geometris untuk mendefinisikan penjumlahan titik dengan dirinya sendiri. Da-
lam kriptografi, hal ini penting untuk memastikan bahwa operasi pada titik-titik kurva eliptik
dapat dihitung dengan benar. Dengan kata lain, peran garis singgung sangat penting dalam
mendefinisikan operasi penjumlahan titik dalam grup Abelian pada kurva eliptik sebagai dasar
operasi kriptografi [30].

Implementasi numerik penjumlahan titik pada kurva eliptik menggunakan GeoGebra di-
tunjukkan pada Gambar 3 dan Gambar 4.

3.3.3. Verifikasi Struktur Grup Abelian
Himpunan E(Qp) dengan operasi + membentuk grup Abelian. Diberikan dua titik

P = (xlayl) dan Q = ($2792)7

dengan P, () € E(Qp). Sesuai pers. (2), titik O adalah titik tak hingga dan digunakan sebagai
elemen identitas.
Selanjutnya, didefinisikan:
* Jika P = O, maka
P+Q=0@Q.
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R=(0.42,-1.02)

R = (1.66, -2.51)

Gambar 4. Point doubling P+ P = 2P = R.

* Jika @ = O, maka
P+Q =P

* Jika 1 = x5 dan y; = —y», maka
P+Q=0.

* Jika P # (), maka garis yang melalui P dan () memotong kurva di titik ketiga R, dan
hasil penjumlahan didefinisikan sebagai

P+Q=-R,

yaitu refleksi R terhadap sumbu z.
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Teorema 1. Misalkan E adalah kurva eliptik atas () p. Maka

(E(QD)v +)

adalah grup Abelian dengan elemen identitas O dan operasi penjumlahan seperti didefinisikan
sebelumnya.

Bukti. 1. Tertutup. Jika P,QQ € E(Qp), maka P + Q € E(Qp). Sesuai dengan penjelasan
penjumlahan titik untuk P # @), garis yang melalui P dan () memotong kurva di titik ketiga R.
Titik hasil penjumlahan adalah refleksi dari R terhadap sumbu x, yaitu — R. Begitu pula untuk
P = (@), garis yang digunakan adalah garis singgung di P. Titik potong ketiga berada pada
kurva dan refleksi terhadap sumbu x menghasilkan titik P + P. Dengan demikian, operasi
penjumlahan bersifat tertutup pada E(Qp).
2. Komutatif.

Karena garis melalui P dan () sama dengan garis melalui () dan P, maka proses interseksi
dan refleksi terhadap sumbu x memberikan P + Q = Q + P.
3. Identitas. Untuk setiap P € F(Qp), P+O = O+ P = P. Dengan demikian, O merupakan
elemen identitas.
4. Invers. Untuk setiap

P = (z,y) € E(Qp),
terdapat
—P = (z,—y) € E(Qp),
karena
(—y)? =y* = 2> +ax +b.
Selanjutnya,
P+(-P)=0

5. Asosiatif. Pembuktian sifat asosiatif pada operasi penjumlahan titik kurva eliptik secara
aljabar memerlukan manipulasi ekspresi rasional yang sangat panjang sehingga sulit dilakukan
secara manual. Oleh karena itu, penelitian ini menggunakan Wolfram Mathematica sebagai
alat bantu untuk memverifikasi kesetaraan hasil operasi titik secara simbolik. Pendekatan
yang digunakan adalah menyederhanakan selisih antara kedua hasil operasi asosiatif menjadi
nol setelah diasumsikan bahwa ketiga titik berada pada kurva eliptik [31]. Untuk semua

P7Q>RE E(QD)>

harus berlaku
(P+Q)+R=P+(Q+R).

Didefinisikan
A=(P+Q)+R

dan
B=P+(Q+R).

Prosedur verifikasi dilakukan melalui tahapan berikut:
1. Mendefinisikan kurva eliptik

E(Qp) :y* =2 +ax +b.
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2. Menentukan tiga titik

P = (z1,11), Q = (22,12), R = (73,y3).

3. Mengimplementasikan rumus penjumlahan titik berdasarkan hukum grup sehingga di-
peroleh
(P+Q)+R

dan
P+ (Q+ R).

4. Mengekspresikan selisih kedua hasil tersebut sebagai
(@.y)=(P+Q)+R— (P+(Q+R)).

5. Menggunakan fungsi Expand, Factor, dan Simplify pada Mathematica untuk menyederha-
nakan seluruh ekspresi simbolik.
6. Verifikasi dinyatakan berhasil apabila

=0 dan y =0,

yang menunjukkan bahwa kedua jalur operasi menghasilkan titik akhir yang identik se-
hingga sifat asosiatif terpenuhi.
Oleh karena itu, (E(Qp), +) memenuhi kelima aksioma grup Abelian. ]

Selanjutnya, kurva eliptik

ditunjukkan pada Gambar 5.

3
]

y2=x*+1/2xt+3/4

-1.51 Q=1,-1.5)

-2

Gambar 5. Kurva y? = 2® + z + 2.
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3.4. Analisis Numerik dan llustrasi Komputasi Operasi Kurva Eliptik
Terdapat titik P = (1,2) dan Q = (1, —2) pada kurva eliptik

1 3
2 _ .3, + 2
Yy =x +—2x%—4.
Kasus khusus P dan () dengan koordinat x yang sama menghasilkan garis yang menghubungk-
an kedua titik tersebut sejajar dengan sumbu y. Karena () = — P, garis vertikal melalui P dan

(2 dipandang berpotongan dengan kurva pada titik tak hingga O. Oleh karena itu, P+@Q = O.

Hal ini menunjukkan bahwa P dan ) merupakan pasangan titik refleksi terhadap sumbu
x. Invers dari suatu titik P = (z,y) adalah —P = (z, —y). Dalam hal ini, () = —P. Dengan
menggunakan program Python, diperoleh beberapa titik rasional pada £(Qp) beserta hasil
operasi penjumlahannya.

from fractions import Fraction
from math import isqrt

def is_perfect_square(frac):

if frac < O:

return False

num = frac.numerator

den = frac.denominator

root_num = isqrt(num)

root_den = isqrt(den)

return root num**2 == num and root_den**2 == den

def rational_sqrt(frac):

if is_perfect_square(frac):

return Fraction(isqrt(frac.numerator),
isqrt(frac.denominator))

return None

def find unique_rational points(a, b,
x_1limit=20,

denom_1imit=20):

points = []

seen = set()

for d in range(1l, denom limit + 1):
for n in range(-x_limit * d,
x_limit *x d + 1):

x = Fraction(n, d)
rhs = x**3 + a * x + b
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y = rational_sqrt(rhs)

if (y is not None
and (x, y) not in seen
and (x, -y) not in seen):

# hanya simpan satu dari pasangan
# (x, y) dan (x, -y)

chosen_y =y if y >= 0 else -y
points.append((x, chosen_y))
seen.add((x, chosen_y))

return points

def add_points(P, Q, a):
if P is None:
return Q

if Q is None:

return P

x1, y1 =P

x2, y2 =Q

if x1 == x2 and yl1 == -y2:

return None

if P 1= Q:

m= (y2 - y1) / (x2 - x1)
else:

m= (3% x1*x2 + a) / (2 * y1)

x3
y3

m¥*2 - x1 - x2
m*x (x1 - x3) -yl

return (x3, y3)
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#y°2 = x73 + (1/2)x + (3/4)

Fraction(1l, 2)
Fraction(3, 4)

(oY
nn

# Temukan titik-titik rasional unik
points = find_unique_rational_points(
a, b, x_1imit=20, denom_limit=20

)

# Tampilkan hasilnya
print("Titik-titik rasional unik pada kurva:")

for i, (x, y) in enumerate(points):

print (£"{i+1}. ({x}, {yH"

# Penjumlahan dua titik pertama jika memungkinkan
if len(points) >= 2:

P, Q = points[0], points[1]

R = add_points(P, Q, a)

print ("\nPenjumlahan titik ke-1 dan ke-2:")
print (£"P = ({P[0]}, {P[11})™)
print(£"Q = ({Q[0]}, {Q[11H™)

if R is None:
print("P + Q = Titik tak hingga")
else:

print(f"P + Q = ({R[0J}, {R[1]1})")

else:
print ("Belum ditemukan dua titik rasional unik.")

Pada dasarnya, menentukan titik-titik rasional pada kurva eliptik dapat menjadi sangat
sulit. Namun, dalam artikel ini disajikan contoh enkripsi ketika melibatkan bilangan rasio-
nal sehingga dapat digunakan untuk mengeksplorasi ECC dan mengembangkan pemahaman
mengenai konsep ECC lebih lanjut.
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Contoh 1. Rama dan Shinta ingin saling bertukar pesan rahasia “LOVE” menggunakan krip-
tografi kurva eliptik berbasis struktur aljabar pada daerah integral D = 7Z dan lapangan
hasil baginya, Qp = Q. Mereka menggunakan kurva eliptik y*> = 23 + %x + % sebagai
sistem dasar. Rama dan Shinta sepakat menggunakan titik generator P = (1, 2) . Shinta
sebagai penerima memilih kunci privat d = 2, kemudian menghitung kunci publik sebagai
hasil point doubling dari titik P, yaitu () = 2P.

Langkah Enskripsi. Rama ingin mengirimkan pesan teks “LOVE” kepada Shinta. Mengingat
diperlukan pemetaan satu-satu, Rama memetakan setiap huruf ke suatu titik A pada kurva.
Titik-titik yang digunakan untuk huruf “LOVE” beserta pasangan enkripsinya disajikan pada
Tabel 1.

Tabel 1. Pemetaan huruf dan pasangan enkripsi.

Huruf Titik M pada E k Cy =kP Cy =M+ kQ
L My = (1,3 5 STIT5574109  T12333040044T3820 ——2330T82575087899908534. . — _5806T0T877293998838 ...
- ’ E ’ 9 G G 5 5
o My — 5P 2. (23, 59 5 SI0p30JF25 *  145970661585750 31’1?%%3%%368H%%%%Sigﬁﬁ?ggzg) 59379976055055445393273 .
367 216 K 3 5301225 7 5 SG158575
v M- — 351(5 2167 3 7P 21§ 5157 e§41§2">§)912f16551321’?:@8?5“‘8"7“’0
P17 365157 - 34817 " 410758 1140624° — 1218186432
(Fs1> — 1%675%)
E My = 4P = 1 1,3 277 _ 365157
(6452689 _ 16552413863 (1.3) (3151, — it0738)
1140624 > — 1218186432

Dengan menggunakan ElGamal [32], Rama mengirim pasangan
(017 02)

kepada Shinta untuk setiap huruf, dengan C; = kP dan Cy = M + k(). Di sini, k diambil dari
himpunan bilangan bulat karena jika menggunakan bilangan pecahan, interpretasi “setengah

e . . . : .
titik”, misalnya §P, tidak dapat dilakukan secara langsung melalui mekanisme perkalian skalar

standar.

Dalam kriptografi standar seperti ECDSA atau ECDH, operasi biasanya dilakukan pada
lapangan hingga atau bilangan modulo [33]. Artinya, sistem tersebut bekerja pada ruang bi-
langan yang terbatas, sedangkan artikel ini menyajikan analisis pada struktur lapangan hasil
bagi ()p yang tak hingga.

Tabel 1 menyajikan pemetaan beberapa karakter menjadi titik-titik pada kurva eliptik
yang didefinisikan di atas lapangan hasil bagi ()p, beserta proses pembentukan pasangan
ciphertext menggunakan mekanisme dasar Elliptic Curve Cryptography (ECC). Setiap karakter
direpresentasikan sebagai titik M/ pada kurva eliptik, kemudian dipilih suatu bilangan & untuk
menghasilkan pasangan enkripsi (C}, Cy) dengan C; = kP dan Cy = M + kQ.

Hasil tersebut menunjukkan bahwa seluruh operasi penjumlahan titik dan perkalian ska-
lar dapat dilakukan secara konsisten menggunakan aritmetika pada lapangan hasil bagi se-
hingga struktur grup Abelian pada kurva eliptik tetap dipertahankan.

Berbeda dengan implementasi ECC pada lapangan hingga GF(p) atau GF(2™) [34, 35],
operasi yang dilakukan pada lapangan hasil bagi menghasilkan koordinat berupa bilangan ra-
sional dengan pembilang dan penyebut yang dapat berkembang menjadi sangat besar. Kondisi
ini tampak pada nilai-nilai ', dan C5 pada Tabel 1 yang memiliki representasi pecahan dengan
digit yang panjang.

Meskipun representasi tersebut meningkatkan kompleksitas komputasi, seluruh operasi
dilakukan secara eksak (exact arithmetic) tanpa kehilangan informasi akibat reduksi modulo.
Dengan demikian, setiap tahapan operasi titik pada kurva eliptik dapat diamati dan diverifikasi
secara simbolik sesuai dengan teori aljabar yang mendasarinya.
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Tabel 1 menunjukkan bahwa konstruksi lapangan hasil bagi yang dibangun dari daerah
integral mampu mendukung seluruh operasi dasar pada kurva eliptik, mulai dari representasi
titik, perkalian skalar, hingga pembentukan pasangan ciphertext. Dengan kata lain, penelitian
ini menunjukkan bahwa struktur lapangan hasil bagi menyediakan kerangka matematis yang
konsisten bagi operasi-operasi kurva eliptik sebagaimana yang digunakan dalam ECC.

Kriptografi pada kurva eliptik dengan koefisien pecahan lebih cocok untuk eksplorasi
teoretis karena pertumbuhan ukuran pembilang dan penyebut menyebabkan komputasi pe-
cahan menjadi lebih lambat dibandingkan dengan lapangan hingga yang digunakan untuk
implementasi kriptografi praktis dan efisien. Oleh karena itu, £(Q)p) tidak digunakan secara
langsung dalam implementasi kriptografi modern.

Hasil pembuktian teoretis dan validasi komputasi menunjukkan bahwa konstruksi la-
pangan hasil bagi ()p mampu mendukung seluruh operasi aljabar pada kurva eliptik secara
konsisten. Namun demikian, implementasi praktis ECC saat ini hampir seluruhnya menggu-
nakan lapangan hingga (finite field) karena alasan efisiensi komputasi dan standar keamanan.

Oleh karena itu, perlu dilakukan analisis perbandingan antara karakteristik ()p dan IF,,
untuk menunjukkan posisi penelitian ini dalam konteks pengembangan ECC modern. Perban-

dingan tersebut disajikan pada Tabel 2.

Tabel 2. Perbandingan Quotient Field dan Finite Field.

Aspek

Quotient Field Qp

Finite Field IF,

Implikasi terhadap Penelitian

Asal konstruksi

Domain koordinat

Operasi aritmetika

Point addition dan
point doubling

Struktur grup

Validasi kurva

Verifikasi komputasi

Kompleksitas kom-
putasi

Aplikasi utama

Dibentuk dari daerah inte-
gral melalui konstruksi quoti-
ent field.

Bilangan rasional, (z,y) €

Qb.

Menggunakan operasi pe-
cahan secara eksak (exact
rational arithmetic).
Menghasilkan koordinat ra-
sional yang dapat ditelusuri
pada setiap tahap perhitung-
an.

Membentuk grup Abelian pa-
da E(QD)

Diskriminan digunakan un-
tuk memastikan kurva tidak
singular sebelum operasi ti-
tik dilakukan.

Dapat diverifikasi menggu-
nakan komputasi simbolik,
seperti Mathematica dan
Python.

Ukuran pembilang dan pe-
nyebut pecahan terus ber-
tambah sehingga komputasi
menjadi lebih lambat.
Analisis matematis, pembe-
lajaran, dan symbolic compu-
tation.

Dibentuk sebagai lapangan
hingga dengan operasi mo-
dulo bilangan prima p.
Bilangan modulo, (z,y) €
F2.

Menggunakan operasi mo-
dulo sehingga hasil selalu di-
reduksi terhadap p.
Menghasilkan koordinat mo-
dulo yang langsung direduk-
si.

Membentuk grup Abelian pa-
da E(Fp).

Diskriminan juga digunak-
an untuk memastikan kurva
valid sebelum implementasi
ECC.

Umumnya diverifikasi me-
lalui implementasi modular
dan pengujian algoritma
ECC.

Kompleksitas lebih efisien
karena seluruh operasi bera-
da pada lapangan hingga.

Implementasi praktis ECC,
ECDH, ECDSA, TLS, IoT, dan
blockchain.

Menunjukkan dua pendekatan
pembentukan lapangan yang
berbeda.

Penelitian menggunakan koordi-
nat rasional sebagai dasar anali-
sis simbolik.

Seluruh proses perhitungan da-
pat diamati tanpa kehilangan in-
formasi akibat reduksi modulo.
Memudahkan analisis matematis
dan verifikasi sifat grup.

Struktur grup tetap dipenuhi pa-
da kedua domain.

Konsep validasi kurva berlaku
pada kedua jenis lapangan.

Pendekatan simbolik memu-
dahkan analisis teoretis.

Menjelaskan keterbatasan @Qp
untuk implementasi praktis.

Menunjukkan bahwa kedua la-
pangan memiliki tujuan penggu-
naan yang saling melengkapi.

4. Kesimpulan

Penelitian ini menunjukkan bahwa konstruksi lapangan hasil bagi (quotient field) dari suatu
daerah integral menyediakan fondasi aljabar yang konsisten untuk mendefinisikan dan meng-
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analisis kurva eliptik. Melalui embedding kanonik D — () p, lapangan Qp dapat digunakan
sebagai domain koordinat bagi kurva eliptik £(Qp). Validasi menggunakan diskriminan me-
mastikan bahwa kurva yang digunakan bersifat nonsingular, sehingga operasi point addition,
point doubling, dan perkalian skalar dapat didefinisikan dengan baik.

Analisis struktur aljabar menunjukkan bahwa himpunan titik £(Q)p) bersama titik tak
hingga O dan operasi penjumlahan membentuk grup Abelian. Konsistensi operasi tersebut
juga didukung melalui verifikasi komputasi simbolik dan ilustrasi numerik menggunakan Ma-
thematica dan Python. Hasil komputasi memperlihatkan bahwa operasi pada E(Qp) dapat
dilakukan secara eksak menggunakan aritmetika rasional. Namun, pertumbuhan ukuran pem-
bilang dan penyebut pada operasi berulang menyebabkan kompleksitas komputasi meningkat
secara signifikan, sehingga () lebih sesuai digunakan untuk analisis teoretis dan simbolik da-
ripada untuk implementasi kriptografi praktis.

Kontribusi utama penelitian ini adalah penyusunan kerangka konseptual yang menghu-
bungkan konstruksi quotient field, embedding daerah integral, pembentukan dan validasi kurva
eliptik, struktur grup Abelian, serta verifikasi komputasi sebagai dasar matematis untuk me-
mahami mekanisme ECC. Kerangka ini memperjelas hubungan antara konsep-konsep dalam
Aljabar Abstrak dan operasi dasar pada kurva eliptik, sekaligus menegaskan perbedaan peran
antara ()p sebagai domain untuk eksplorasi matematis dan finite field sebagai domain yang
lebih sesuai untuk implementasi ECC modern.
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