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Abstrak

Penyakit ebola merupakan suatu penyakit menular yang disebabkan oleh virus yang berasal dari genus Ebolavirus dan familia Filoviridae.
Penyakit ebola merupakan salah satu penyakit yang paling mematikan bagi manusia. Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis kestabilan
dari titik setimbang dan menerapkan kontrol optimal berupa karantina pada model matematika penyebaran penyakit ebola. Berdasarkan
hasil analisis model tanpa kontrol diperoleh dua titik setimbang, yaitu titik setimbang non endemik dan titik setimbang endemik. Eksistensi
dari titik setimbang endemik dan kestabilan lokal titik setimbang bergantung pada bilangan reproduksi dasar (R0). Titik setimbang non
endemik stabil asimtotis jika R0 < 1, sedangkan titik setimbang endemik cenderung stabil asimtotis jika R0 > 1. Permasalahan kontrol
optimal diselesaikan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin. Dari hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa pemberian kontrol
cukup efektif untuk meminimalkan jumlah populasi manusia terinfeksi ebola serta meminimalkan biaya yang dikeluarkan.

Kata Kunci: Model Matematika; Penyakit Ebola; Kestabilan; Karantina; Kontrol Optimal

Abstract

Ebola disease is an infectious disease caused by a virus from the genus Ebolavirus and family Filoviridae. Ebola disease is one of the most deadly diseases
for human. The purpose of thesis is to analyze the stability of equilibrium point and to apply the optimal control of quarantine on mathematical model of
the spread of ebola. Model without control has two equilibria, non-endemic equilibrium and endemic equilibrium. The existence of endemic equilibrium
and local stability depends on basic reproduction number (R0). The non-endemic equilibrium is asymptotically stable if R0 < 1 and endemic equilibrium
tend to asymptotically stable if R0 > 1. The problem of optimal control is solved by Pontryagin’s Maximum Principle. From the numerical simulation
result show that control is effective enough to minimize the number of infected human population and to minimize cost of its control.

Keywords: Mathematical Model; Ebola Disease; Stability; Quarantine; Optimal Control

1. Pendahuluan

Penyakit menular disebabkan oleh mikroorganisme patogen, seperti bakteri, virus, parasit atau jamur. Penyakit
dapat menyebar secara langsung atau tidak langsung dari satu orang ke orang lain. Salah satu penyakit menular
yang disebabkan oleh virus adalah penyakit ebola. Virus yang menyebabkan penyakit ebola berasal dari genus
Ebolavirus dan familia Filoviridae. Penyakit ebola pertama kali muncul pada tahun 1976 di Sudan, Yambuku,
Kongo, dan desa sekitar sungai Ebola. Penyakit ebola adalah salah satu penyakit yang paling mematikan bagi
manusia dengan kasus kematian perkiraan antara 25-90% [1].

Masa inkubasi penyakit ebola terjadi antara 2 hingga 21 hari. Gejala awal penyakit ebola berupa demam
mendadak, nyeri otot, sakit kepala dan tenggorokan, diikuti dengan muntah, diare, ruam tubuh, tremor,
gangguan fungsi ginjal dan hati, serta pendarahan dalam maupun luar. Resiko kematian penyakit ebola cukup
tinggi berkisar antara 50-90% pada manusia [1].

Pengobatan untuk penyakit ebola hingga saat ini belum ditemukan. Terapi untuk mempercepat pemulihan
kesehatan dapat dilakukan dengan pemberian cairan oralit yang mengandung elektrolit atau cairan infus serta
penanganan sesuai gejala akan meningkatkan kesembuhan pada pasien. Pencegahan penyakit ebola dapat
dilakukan dengan pemberian vaksinasi [2].

Wabah penyakit ebola terbesar terjadi di Afrika Barat terutama di Guinea, Liberia dan Sierra Leone [3].
Penularan penyakit ebola dapat melalui kontak langsung dengan cairan tubuh, sekresi, organ-organ, dan darah
[1]. Penularan melalui peralatan rumah sakit juga terjadi karena buruknya perawatan dan penggunaan kembali
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peralatan yang tidak didesinfeksi [4]. Penularan tidak hanya terjadi dari penderita yang masih hidup. Penderita
yang telah meninggal juga dapat menularkan penyakit, sehingga penguburan yang benar oleh pihak medis
sangat penting dalam pencegahan penularan penyakit [1].

Banyaknya kasus penyakit ebola yang dapat menyebabkan kematian menunjukkan bahwa penyakit ini
merupakan penyakit yang perlu penanganan serius. Pemodelan matematika merupakan salah satu cara yang
dapat digunakan untuk mengetahui dinamika penyebaran suatu penyakit. Banyak peneliti berusaha
mempelajari penyebaran penyakit ebola. Diantaranya Agusto (2017) [5] mengembangkan model matematika
penyebaran penyakit ebola dengan pengaruh penderita yang kambuh dan kembali terinfeksi. Model tersebut
terdapat 7 kompartemen yaitu, Susceptible–Exposed–Infected (early–stage dan late–stage)
–Recovered–Immune–Deceased (S − E − IE − IL − R1 − R2 − D). Diaz dkk (2018) [6] membahas model
matematika penyebaran penyakit ebola di Afrika Barat dengan penanganan medis yang terdapat 7
kompartemen yaitu, Susceptible–Exposed–Infected–Hospitalized–Removed but infectious-Removed and Buried-Removed
and Recovered (S− E− I − H − RI − RB − RR).

Berdasarkan uraian diatas penulis tertarik untuk mengkaji analisis kestabilan titik setimbang dari model
penyebaran penyakit ebola serta mengembangkan model yang merujuk pada jurnal yang ditulis oleh Denes
dan Gumel, (2019) [7] dengan pemberian kontrol optimal berupa karantina pada populasi yang terinfeksi
penyakit ebola.

2. Formulasi Model

Pada bagian ini akan diformulasikan model matematika penyebaran penyakit ebola. Adapun asumsi yang
digunakan untuk kontruksi model sebagai berikut:

1. Populasi manusia yang laten virus ebola (E) tidak dapat menularkan penyakit ebola.
2. Populasi manusia yang terinfeksi virus ebola yang dirawat (IT) dapat menularkan penyakit ebola.
3. Populasi manusia yang mati karena virus ebola (D) dapat menularkan penyakit ebola.
4. Populasi manusia yang sembuh (R) dianggap kebal terhadap penyakit ebola.

Populasi manusia dibagi menjadi enam kompartemen yaitu populasi manusia yang rentan terhadap virus ebola
(S), populasi manusia yang laten virus ebola (E), populasi manusia yang terinfeksi virus ebola (I), populasi
manusia yang terinfeksi virus ebola yang dirawat (IT), populasi manusia yang sembuh (R), dan populasi manusia
yang mati karena virus ebola (D). Pendefinisian parameter dapat dilihat pada Tabel 1.

Tabel 1. Pendefinisian Parameter Model.

Notasi Keterangan
Π Laju kelahiran
d Laju kematian alami
b Probabilitas penularan tiap kontak

ηT Modifikasi parameter untuk individu terinfeksi virus ebola yang dirawat
ηD Modifikasi parameter untuk individu terinfeksi virus ebola
k Laju rata-rata kontak di suatu komunitas per kapita
v Laju penyembuhan
m Laju kematian penyakit
w Laju perawatan
f Laju perlakuan penguburan mayat ebola
p Masa inkubasi

Berdasarkan asumsi dan pendefinisian parameter serta variabel dapat dibentuk diagram transmisi penyebaran
penyakit ebola yang disajikan pada Gambar 1. Dari diagram transmisi pada Gambar 1 dapat diformulasikan
model sebagai berikut:

dS
dt

= Π− kbSI − kbηTSIT − kbηDSD− dS, (1a)

dE
dt

= kbSI + kbηTSIT + kbηDSD− pE− dE, (1b)

dI
dt

= pE− (v + m + w) I − dI, (1c)

dIT
dt

= wI − (v + m)IT − dIT , (1d)
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Gambar 1. Diagram Transmisi Model.

dR
dt

= v(I + IT)− dR, (1e)

dD
dt

= m (I + IT)− f D (1f)

dengan S, E, I, IT , R, D ≥ 0. Π, d, b, ηT , ηD, k, v, m, w, f , p > 0.

Persamaan (1a) menyatakan laju perubahan populasi manusia yang rentan terkena virus ebola per satuan
waktu. Populasi ini bertambah karena adanya kelahiran. Populasi ini berkurang karena populasi yang rentan
berinteraksi dengan populasi yang terinfeksi, populasi terinfeksi yang dirawat, dan populasi yang mati karena
virus ebola. Populasi ini juga berkurang karena adanya kematian alami.

Persamaan (1b) menyatakan laju perubahan populasi yang laten virus ebola per satuan waktu. Populasi ini
bertambah karena populasi yang rentan berinteraksi dengan populasi yang terinfeksi, populasi terinfeksi yang
dirawat, dan populasi yang mati karena virus ebola. Populasi ini berkurang karena masa inkubasi dari virus
ebola. Populasi ini juga berkurang karena adanya kematian alami.

Persamaan (1c) menyatakan laju perubahan populasi manusia yang terinfeksi virus ebola per satuan waktu.
Populasi ini bertambah karena masa inkubasi dari virus ebola. Populasi ini berkurang karena laju perawatan
pada individu yang terinfeksi, laju penyembuhan pada individu yang terinfeksi dan laju kematian penyakit
pada individu yang terinfeksi. Populasi ini juga berkurang karena adanya kematian alami.

Persamaan (1d) menyatakan laju perubahan populasi manusia yang terinfeksi yang dirawat per satuan waktu.
Populasi ini bertambah karena laju perawatan pada individu yang terinfeksi. Populasi ini berkurang karena
adanya laju penyembuhan pada individu yang terinfeksi dan laju kematian penyakit pada individu yang
terinfeksi. Populasi ini juga berkurang karena adanya kematian alami.

Persamaan (1e) menyatakan laju perubahan populasi manusia yang sembuh per satuan waktu. Populasi ini
bertambah karena laju penyembuhan pada individu yang terinfeksi yang dirawat maupun yang tidak dirawat.
Populasi ini berkurang karena adanya kematian alami.

Persamaan (1f) menyatakan laju perubahan populasi manusia yang mati karena virus ebola per satuan waktu.
Populasi ini bertambah karena laju kematian penyakit pada individu yang terinfeksi yang dirawat maupun yang
tidak dirawat. Populasi ini berkurang karena adanya laju perlakuan penguburan pada mayat ebola.

3. Titik Setimbang Model

Model matematika penyebaran penyakit ebola memiliki dua titik setimbang, yaitu titik setimbang non endemik
E0 = (S, E, I, IT , D) =

(
Π
d , 0, 0, 0, 0

)
dan titik setimbang endemik E1= (S∗, E∗, I∗, IT

∗, D∗) dengan
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S∗ =
Π−E∗ (p + d)

d
, (2a)

E∗ =
π

p + d
− d f (v + m + d)(v + m + w + d)

kbp(p + d)( f (v + m + d) + wηT f + mηD (v + m + w + d))
, (2b)

I∗ =
pE∗

v + m + w + d
, (2c)

IT
∗ =

wpE∗

(v + m + w + d) (v + m + d)
, (2d)

D∗ =
mpE∗

f (v + m + d)
. (2e)

Selanjutnya, dari titik setimbang non endemik E0 dengan menggunakan metode Next Generation Matrix (NGM)
[8] sehingga dapat diperoleh bilangan reproduksi dasar (R0) sebagai berikut.

R0 =
kbpΠ(d ( f+ηDm) + f (m + v + ηTw) + ηDm(m + v + w)

d f (p + d)(m + v + w + d)(m + v + d)
.

Berdasarkan uraian diatas, titik setimbang endemik (E1) akan eksis atau ada jika memenuhi syarat
Π > E∗ (p + d) dan π

p+d > d f (v+m+d)(v+m+w+d)
kbp(p+d)( f (v+m+d)+wηT f+mηD(v+m+w+d)) atau R1 > 1.

4. Kestabilan Lokal Titik Setimbang

Pada bagian ini akan dilakukan analisis kestabilan lokal pada kedua titik setimbang model, yaitu titik setimbang
non endemik E0 dan titik setimbang endemik E1.

4.1. Kestabilan Lokal Titik Setimbang Non Endemik

Analisis kestabilan lokal titik setimbang non endemik diawali dengan mensubstitusikan nilai titik setimbang non
endemik E0 = (S, E, I, IT , D) =( Π

d , 0, 0, 0, 0) ke dalam matriks Jacobian, dengan demikian diperoleh:

JE0 =


−d 0 −kbΠ

d
−kbηTΠ

d
−kbηDΠ

d
0 −p− d kbΠ

d
−kbηTΠ

d
kbηDΠ

d
0 p −v−m− w− d 0 0
0 0 w −v−m− d 0
0 0 m m − f

 .

Berdasarkan matriks Jacobian JE0 , dapat dibentuk persamaan karakteristik sebagai berikut:

det
(

JE0 − λI
)
= 0.

det


−d− λ 0 −kbΠ

d
−kbηTΠ

d
−kbηDΠ

d
0 −p− d− λ kbΠ

d
−kbηTΠ

d
kbηDΠ

d
0 p −v−m− w− d− λ 0 0
0 0 w −v−m− d− λ 0
0 0 m m − f − λ

 = 0

dengan demikian diperoleh bentuk yang ekivalen sebagai berikut

(−d− λ)
[
λ4 + a1λ3 + a2λ2 + a3λ + a4

]
= 0 (3)

dengan

a1 = a1 = 2v + 2m + f + p + w + 3d

a2 = 2vm + 2pm + 3d2 + v2 + m2 + wm + 3d f + 2 f m + 4dv + 4dm + 2pv + w f + wv + p f + 2 f v
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+ 2dw + 2pd + pw− kbΠp
d

a3 = d3 + 2 f vm + 4d f v + 4d f m + 2dvm + 2p f v + 2p f m + 2d f w + p f w + f wv + f wm + 2pmv

+ dwv + dwm + 2pdv + 2pdm + 2pd f + pwv + pwm + f v2 + 2d2m + dm2 + 3d2 f + 2d2v + pm2

+ f m2 + pv2 + d2w + pd2 + pwd− kbΠp
d

(v + m + d + f + ηTw + ηDm)

a4 = d f wv + d f wm + 2d f mv + p f wv + p f wm + 2p f mv + 2p f dv + 2p f dm + 2d2 f v + d f m2 + p f m2

+ 2d2 f m + d f v2 + p f v2 + f pd2 + f d2w + f pdw + f d3

− kbΠp
d

(d ( f + ηDm) + f (v + m + ηTw) + ηDm (w + v + m)) .

Berdasarkan pers. (3), diperoleh nilai eigen λ = −d, dan sisanya adalah akar-akar dari persamaan berikut.

λ4 + a1λ3 + a2λ2 + a3λ + a4 = 0 (4)

Titik setimbang non endemik akan stabil asimtotis jika dan hanya jika persamaan karakteristik (3) memiliki
akar-akar bagian real negatif. Jelas bahwa λ bernilai negatif karena semua parameter seperti yang telah
dijelaskan bernilai positif. Kemudian akan ditentukan pers. (4) memiliki akar-akar bagian real negatif, yaitu
dengan menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, titik setimbang non
endemik akan stabil asimtotis jika dan hanya jika Ri<1, dengan i= 0, 1, 2, 3.

R0 = kbpΠ(d( f+ηDm)+ f (m+v+ηTw)+ηDm(m+v+w)
d f (p+d)(m+v+w+d)(m+v+d) ,

R1 = kbΠp
d(2vm+2pm+3d2+v2+m2+wm+3d f+2 f m+4dv+4dm+2pv+w f+wv+p f+2 f v+2dw+2pd+pw)

,

R2 = kbΠp(v+m+d+ f+ηTw+ηDm)
d4+Ad3+Bd2+Cd ,

R3 =
a2

1a4 + a2
3

a1a2a3
,

A = (2m + 3 f + 2v + w + p),
B = (4 f v + 4 f m + 2vm + 2 f w + wv + wm + 2pv + 2pm + 2p f + m2 + pw),
C =

(
2 f vm + 2p f v + 2p f m + p f w + f wv + f wm + 2pmv + pwv + pwm + f v2 + pm2 + f m2 + pv2) .

Hal ini menunjukkan bahwa jika syarat terpenuhi maka tidak ada penyebaran penyakit.

4.2. Kestabilan Lokal Titik Setimbang Endemik

Langkah pertama untuk menentukan kestabilan titik setimbang endemik yaitu dengan mensubstitusikan titik
setimbang endemik E1 = (S∗, E∗, I∗, IT

∗, D∗) pada matriks Jacobian, sehingga diperoleh :

JE1 =


−kbI∗ − kbηT IT

∗ − kbηDD∗ − d 0 −kbS∗ −kbηTS∗ −kbηDS∗

kbI∗ + kbηT IT
∗ + kbηDD∗ −p− d kbS∗ kbηTS∗ kbηDS∗

0 p −(v + m + w + d) 0 0
0 0 w −(v + m + d) 0
0 0 m m − f

 ,

dengan

S∗ =
Π−E∗ (p + d)

d
,

I∗ =
pE∗

v + m + w + d
,

IT
∗ =

wpE∗

(v + m + w + d) (v + m + d)
,

D∗ =
mpE∗

f (v + m + d)
,

E∗ =
π

p + d
− d f (v + m + d) (v + m + w + d)

kbp (p + d) ( f (v + m + d) + wηT f + mηD (v + m + w + d))
.

JJBM | Jambura J. Biomath Volume 2 | Issue 1 | June 2021



Megananda dkk – Analisis Kestabilan dan Kontrol Optimal... 34

Berdasarkan matriks Jacobian di sekitar titik setimbang endemik E1, akan ditentukan nilai eigennya dengan
menggunakan det

(
JE1 − λI

)
= 0 , yaitu

det


b11 0 −kbS∗ −kbηTS∗ −kbηDS∗

b21 λ− [−p− d] kbS∗ kbηTS∗ kbηDS∗

0 p b33 0 0
0 0 w b44 0
0 0 m m λ− [− f ]

 = 0.

dengan

b11 = λ− [−kb(I∗ + ηT IT
∗ + ηDD∗)− d],

b21 = kb(I∗ + ηT IT
∗ + ηDD∗),

b33 = λ− [− (v + m + w + d)],
b44 = λ− [− (v + m + d)].

Dalam menentukan akar-akar persamaan karakteristik dari det
(

JE1 − λI
)
= 0 sulit dilakukan secara analitik

karena persamaan yang dihasilkan rumit dan bergantung pada variabel E∗, maka dilakukan analisis secara
numerik dengan menggunakan bidang fase.

Simulasi dilakukan dengan memberikan tiga nilai awal yang berbeda untuk setiap populasi
(S (0) , E (0) , I (0) , IT (0) , R (0) , D(0)). Hal ini bertujuan untuk mengetahui kekonvergenan solusi dari
masing-masing nilai awal parameter pada model penyebaran penyakit ebola. Adapun nilai awal dan nilai
parameter disajikan pada Tabel 2 dan Tabel 3.

Tabel 2. Nilai Awal Bidang Fase Titik Setimbang Endemik E1

Nilai Awal S(0) E(0) I(0) IT(0) R(0) D(0) Warna
Nilai Awal 1 9800 700 520 350 100 20 Biru
Nilai Awal 2 20000 12000 4500 2500 5000 600 Hijau
Nilai Awal 3 10000 4500 3000 2000 1000 800 Merah

Tabel 3. Nilai Parameter Model Matematika Penyebaran Penyakit Ebola

Parameter Nilai Satuan Sumber

Π 2800 orang
minggu Asumsi

d 0.00054 1
minggu [7]

b 0.054 - [7]
ηT 0.86 - [7]
ηD 3.89 - [7]

k 9.15 1
minggu [7]

v 0.362 1
minggu [7]

m 0.797 1
minggu [7]

w 0.5 1
minggu [6]

f 0.762 1
minggu [7]

p 0.6675 1
minggu [7]

Hasil simulasi bidang fase pada titik setimbang endemik model matematika penyebaran penyakit ebola
ditunjukkan pada Gambar 2.

Gambar 2 menunjukkan simulasi bidang fase untuk populasi manusia yang mati karena virus ebola (D) dan
populasi manusia terinfeksi yang sedang dirawat (IT) pada model matematika penyebaran penyakit ebola. Dari
Gambar 2 menunjukkan dari waktu ke waktu (t) nilai D dan IT cenderung menuju ke suatu titik yaitu D → 2524
dan IT → 726.9 atau cenderung stabil asimtotis ke titik (2524, 726.9) yang tidak lain merupakan bagian dari
titik setimbang endemik E1 = (S∗, E∗, I∗, IT

∗, D∗) = (1, 4191.3, 1686, 726.9, 2524) . Nilai E1 diperoleh melalui
substitusi nilai parameter pada Tabel 3 terhadap titik setimbang endemik yang telah diperoleh secara analitik.
Selain itu, berdasarkan nilai parameter yang diberikan diperoleh nilai R0 = 1.109704577x107 > 1.
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Gambar 2. Simulasi Bidang Fase pada Bidang D − IT untuk Titik Setimbang Endemik Model Matematika
Penyebaran Penyakit Ebola

Berdasarkan penjelasan di atas, maka titik setimbang endemik E1= (S∗, E∗, I∗, IT
∗, D∗) pada model matematika

penyebaran penyakit ebola akan stabil asimtotis jika dan hanya jika R0>1. Hal ini menunjukkan bahwa terjadi
penyebaran penyakit ebola.

5. Analisis Sensitivitas Parameter

Pada saat menganalisis syarat kestabilan dari titik setimbang tentunya terdapat beberapa parameter yang
berpengaruh cukup besar. Analisis sensitivitas bertujuan untuk menentukan parameter yang memiliki
pengaruh besar pada syarat kestabilan dari titik setimbang non endemik maupun endemik. Parameter yang
digunakan hanya parameter yang terdapat pada R0 saja karena parameter tersebut yang menunjukkan kondisi
adanya penyebaran penyakit atau tidak. Hal tersebut dapat diketahui melalui indeks sensitivitas (em) dari
masing-masing parameter. Adapun indeks sensitivitas parameter dirumuskan sebagai berikut [9]:

em =

(
∂R0

∂m

)
m
R0

,

dengan:

m : parameter yang akan dianalisis
em : indeks sensitivitas parameter m.

Pada penelitian ini, R0 yang digunakan adalah sebagai berikut:

R0 =
kbpΠ(d ( f+ηDm) + f (m + v + ηTw) + ηDm(m + v + w)

d f (p + d)(m + v + w + d)(m + v + d)
.

Pada nilai R0 ini dipengaruhi oleh 11 parameter yaitu k, b, p, Π, d, f ,ηD, m, v, ηT dan w. Dengan menggunakan
nilai parameter pada Tabel 3, berikut diberikan contoh untuk perhitungan nilai indeks sensitivitas parameter ηD.

eηD =

(
∂R0

∂ηD

)
ηD
R0

=
kbpΠm(d + m)

d f (p + d)(m + v + w + d)(m + v + d)
ηD(d f (p + d) (m + v + w + d) (m + v + d))

kbpΠ(d ( f+ηDm) + f (m + v + ηTw) + ηDm(m + v + w)

=
(dm + m (m + v + w))ηD

d ( f + ηDm) + f (m + v + ηTw) + ηDm(m + v + w)
= 0.8094.
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Gambar 3. Sensitivitas k Terhadap Nilai R0 dengan Tiga Nilai b yang Berbeda

Hasil perhitungan indeks sensitivitas parameter model matematika penyebaran penyakit ebola dapat dilihat
pada Tabel 4.

Tabel 4. Hasil Perhitungan Indeks Sensitivitas Parameter

Parameter Indeks Sensitivitas
Π 1
b 1
k 1
p 0.0008
d -1.0012
f -0.8094

ηD 0.8094
m 0.1261
v -0.3103

ηT 0.0515
w -0.0058

Pada Tabel 4 terdapat nilai indeks sensitivitas yang bernilai positif dan negatif. Indeks sensitivitas yang bernilai
positif berarti jika nilai parameter dinaikkan maka nilai R0 akan bertambah. Sebaliknya, untuk indeks sensitivitas
yang bernilai negatif berarti jika nilai parameter dinaikkan maka nilai R0 akan berkurang.

Berdasarkan Tabel 4 dapat diketahui bahwa indeks sensitivitas dari Π, b, dan k adalah 1 maka dapat
diinterpretasikan bahwa jika laju kelahiran (Π), probabilitas penularan tiap kontak (b) dan laju rata-rata kontak
di suatu komunitas per kapita (k) bertambah 10%, maka nilai R0 akan bertambah sebesar 10% dan begitu pula
sebaliknya. Analisis tersebut juga berlaku pada parameter d, apabila laju kematian alami (d) bertambah 10%,
maka nilai R0 akan berkurang 10%. Analisis tersebut juga berlaku untuk f , v, dan w.

Dari penjelasan di atas, parameter yang memilik pengaruh besar pada model matematika penyebaran penyakit
ebola adalah Π, b, k, dan d. Namun, karena parameter laju kelahiran (Π) dan laju kematian alami (d) tidak dapat
dikontrol, maka salah satu parameter yang berpengaruh dan dapat dikontrol adalah parameter b dan k.

Selanjutnya, disimulasikan sensitivitas parameter b dan k terhadap R0. Pada simulasi yang pertama, dipilih nilai
b = 0.0054, b = 0.054, dan b = 0.54, dengan nilai k berada pada interval 1 ≤ k ≤ 10. Simulasi kedua, dipilih nilai
k yang berbeda yaitu = 0.0915, k = 0.915, dan k = 9.15, sedangkan nilai b berada pada interval 0.01 ≤ b ≤ 0.06.
Adapun hasil simulasi berupa grafik sensitivitas b dan k terhadap R0 dapat dilihat pada Gambar 3 and 4.

Gambar 3 and 4 menunjukkan bahwa probabilitas penularan tiap kontak (b) dan laju rata-rata kontak di suatu
komunitas per kapita (k) semakin besar, maka nilai R0 juga akan semakin besar, artinya penyebaran penyakit
ebola akan semakin meluas. Hal tersebut dikarenakan indeks sensitivitas dari parameter b dan k bernilai positif.
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Gambar 4. Sensitivitas b Terhadap Nilai R0 dengan Tiga Nilai k yang Berbeda

6. Analisis Masalah Kontrol Optimal

Model matematika penyebaran penyakit ebola ini dikembangkan dengan penambahan variabel kontrol
diberikan pada kompartemen I (populasi manusia terinfeksi) berupa karantina. Tambahan parameter yang
digunakan pada model dengan kontrol dapat dilihat pada Tabel 5.

Tabel 5. Paramater Tambahan pada Model Matematika Penyebaran Penyakit Ebola

Parameter Keterangan
u Kontrol berupa karantina
A Biaya yang dikeluarkan untuk karantina

Berdasarkan penjelasan diatas, maka dapat dibentuk model matematika penyebaran penyakit ebola dengan
variabel kontrol berupa karantina adalah sebagai berikut:

dS
dt

=Π− kbSI − kbηTSIT − kbηDSD− dS, (5a)

dE
dt

=kbSI + kbηTSIT + kbηDSD− pE− dE, (5b)

dI
dt

=pE− (v + m + w) I − dI − uI, (5c)

dIT
dt

=wI − (v + m)IT − dIT , (5d)

dR
dt

=v (I + IT)− dR + uI, (5e)

dD
dt

=m (I + IT)− f D. (5f)

Variabel kontrol berupa upaya karantina (u) diletakkan pada pers. (5c) and (5e). Pengaplikasian pemberian
variabel kontrol ini bertujuan untuk mengurangi jumlah individu yang terinfeksi virus ebola dan
meminimumkan biaya yang dikeluarkan untuk upaya tersebut. Untuk mencapai tujuan ini digunakan metode
Prinsip Maksimum Pontryagin.

Fungsi ongkos atau indeks performansi yang dapat dibentuk berdasarkan penjelasan di atas adalah sebagai
berikut:

Min J =
∫ t f

0

(
I +

A
2

u2
)

dt
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dengan A ≥ 0 dan batas kontrol optimal berada pada 0 ≤ u (t) ≤ 1 dan 0 ≤ t ≤ t f serta t f merupakan waktu
akhir.

6.1. Penyelesaian Kontrol Optimal

Berdasarkan Prinsip Maksimum Pontryagin [10], langkah pertama yang dilakukan adalah membentuk fungsi
Hamiltonian pada model sebagai berikut:

H = I +
A
2

u2 + λT(t) ( f (x (t) , u (t) , t)) (6)

Fungsi Hamiltonian tersebut dapat dijabarkan sebagai berikut:

H = I + H +
A
2

u2 + λ1 [Π− kbSI − kbηTSIT − kbηDSD− dS]

+ λ2 [kbSI + kbηTSIT + kbηDSD− pE− dE]
+ λ3 [pE− (v + m + w) I − dI − uI]
+ λ4 [wI − (v + m)IT − dIT ]

+ λ5 [v (I + IT)− dR + uI]
+ λ6 [m (I + IT)− f D] .

Selanjutnya, agar diperoleh kondisi optimal maka fungsi Hamiltonian harus memenuhi kondisi stasioner yaitu
∂H
∂u = 0, maka didapatkan

u− λ3 [pE− (v + m + w) I − dI] + λ5[v (I + IT)− dR] = 0,

sehingga

u =
λ3 [pE− (v + m + w) I − dI] + λ5[v (I + IT)− dR]

A
.

Oleh karena rentang nilai 0 ≤ u (t) ≤ 1, maka terdapat beberapa kemungkinan nilai untuk u sebagai berikut:

u∗ =


0 untuk u∗ ≤ 0

λ3[pE−(v+m+w)I−dI]+λ5[v(I+IT)−dR]
A untuk 0 < u∗ < 1
1 untuk u∗ ≥ 1

Berdasarkan kemungkinan diatas, maka diperoleh nilai kontrol yang optimal adalah sebagai berikut

u∗ = min
(

1, max
(

0,
λ3 [pE− (v + m + w) I − dI] + λ5[v (I + IT)− dR]

A

))
(7)

Dari persamaan pers. (7) diketahui bahwa nilai kontrol u bergantung pada variavel state dan co-state, sehingga
perlu adanya penyelesaian persamaan state dan persamaan co-state untuk memperoleh variabel tersebut.
Persamaan state dapat diselesaikan dari ẋ = ∂H

∂λ .

Lebih lanjut, akan ditentukan persamaan co-state pada pengontrol u∗ dapat diperoleh dari

λ̇ = −∂H
∂x

dengan demikian, dapat diperoleh sebagai berikut:

λ̇1 = −∂H
∂S

= − (λ1 [−kbI − kbηT IT − kbηDD− d] + λ2 [kbI + kbηT IT + kbηDD])

λ̇2 = −∂H
∂E

= − (λ2 [−p− d] + λ3 p)

λ̇3 = −∂H
∂I

= − (λ1 [−kbS] + λ2 [kbS] + λ3 [− (v + m + w + d + u)] + λ4w + λ5 [v + u] + λ6m)

λ̇4 = − ∂H
∂IT

= − (λ1 [−kbηTS] + λ2 [kbηTS] + λ4 [−m− d] + λ5v + λ6m)
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Gambar 5. Simulasi Perbandingan Jumlah Individu Terinfeksi (Infected) Selama 40 Minggu

λ̇5 = −∂H
∂R

= − λ5 [−d]

λ̇6 = −∂H
∂D

= −(λ1 [−kbηDS] + λ2 [kbηDS] + λ6 [− f ]).

Berdasarkan penjelasan di atas, untuk memperoleh S, E, I, IT , R, D dari bentuk u∗ yang optimal, maka tahap
yang perlu dilakukan selanjutnya adalah dengan menyelesaikan persamaan state dan co-state yang berbentuk
persamaan diferensial non linear. Karena persamaan diferensial non linear sulit diselesaikan secara analitik,
maka dilakukan penyelesaian secara numerik.

6.2. Simulasi

Penyelesaian masalah kontrol optimal dapat dilakukan secara numerik dengan cara mensimulasikan
permasalahan kontrol optimal dengan menggunakan program DOTcvp pada software MATLAB. Pada simulasi
numerik model penyebaran penyakit ebola dengan program DOTcvp ini, sebelumnya akan didefinisikan
persamaan state yaitu S = y (1) , E = y (2) , I = y (3) , IT = y (4) , R = y (5) , D = y (6) dan indeks performansi
didefinisikan sebagai state baru yakni y(7), serta variabel kontrol yang berupa karantina yang didefinisikan
dengan u1.

Simulasi numerik ini dilakukan dengan membandingkan model matematika penyebaran penyakit ebola tanpa
adanya variabel kontrol dan dengan adanya variabel kontrol. Hal tersebut bertujuan untuk mengetahui tingkat
keefektifan dari karantina sehingga tujuan dari fungsi ongkos yang diberikan akan tercapai.

Peneliti menggunakan algoritma Runge-Kutta orde 4 (RK4) untuk mendapatkan solusi numerik yang
diharapkan [11]. Simulasi yang dilakukan menggunakan nilai awal untuk setiap kondisi adalah sebagai berikut
S (0) = 980, E (0) = 508, I (0) = 137, IT (0) = 49, R (0) = 12, D (0) = 122 dan dilakukan saat t = 0 sampai
t = 40 minggu. Nilai parameter yang digunakan sama dengan nilai parameter saat mensimulasikan bidang fase
untuk titik setimbang endemik. Konstanta pembobot untuk pemberian karantina sebesar A = 350.

Simulasi dilakukan sebanyak dua skenario. Simulasi pertama dilakukan untuk kondisi tanpa adanya pengontrol,
sehingga u = 0. simulasi kedua dilakukan untuk kondisi adanya pengontrol berupa karantina (u).

Berikut adalah hasil simulasi perbandingan model matematika penyebaran penyakit ebola tanpa adanya variabel
kontrol dan dengan adanya variabel kontrol.

Berdasarkan Gambar 5 menujukkan bahwa terdapat perbedaan antara jumlah populasi manusia terinfeksi
(Infected) pada model tanpa adanya variabel kontrol dan model dengan adanya variabel kontrol. Hal ini
ditunjukkan pada Tabel 6 bahwa jumlah populasi manusia terinfeksi (Infected) dengan kontrol u mengalami
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Tabel 6. Perbandingan Jumlah Individu Terinfeksi (Infected) Selama 40 Minggu

Skenario Jumlah Populasi I pada Minggu
ke-40

Tanpa Variabel Kontrol 1686
Dengan Variabel Kontrol 1073

Gambar 6. Profil Kontrol u

penurunan di akhir pengamatan yaitu pada minggu ke-40.

Selanjutnya untuk simulasi profil kontrol u akan disajikan pada Gambar 6.

Pada Gambar 6 menunjukkan pemberian kontrol u yaitu karantina dalam jangka waktu 40 minggu. Dari awal
pengamatan hingga minggu ke-4 upaya karantina terus menerus naik, pada minggu ke-4 hingga minggu ke-38
upaya karantina dilakukan secara maksimal, kemudian upaya karantina mengalami penurunan menjadi 95%
hingga akhir pengamatan.

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa untuk menimimumkan populasi manusia yang terinfeksi (Infected)
serta biaya yang dikeluarkan untuk karantina maka dilakukan penerapan kontrol berupa karantina itu sendiri.
Tindakan ini menimumkan populasi manusia yang terinfeksi (Infected).

7. Kesimpulan

Analisis kestabilan dan kontrol optimal model matematika penyebaran penyakit Ebola dengan variabel kontrol
berupa karantina telah dipelajari. Model ini memiliki dua titik setimbang yaitu titik setimbang non endemik (E0)
dan titik setimbang endemik (E1). Titik setimbang non endemik akan stabil asimtotis jika R0 < 1 dan memenuhi
beberapa kondisi. Titik setimbang endemik cenderung stabil asimtotis jika memenuhi R0 > 1 dengan

R0 =
kbpΠ(d ( f+ηDm) + f (m + v + ηTw) + ηDm(m + v + w)

d f (p + d)(m + v + w + d)(m + v + d)
.

Untuk mengurangi jumlah individu yang terinfeksi Ebola dan meminimumkan biaya yang dikeluarkan,
diberikan intervensi berupa karantina sebagai variabel kontrolnya. Diperoleh persamaan kontrol optimal model
matematika penyebaran penyakit ebola yaitu

u∗ = min
(

1, max
(

0,
λ3 [pE− (v + m + w) I − dI] + λ5[v (I + IT)− dR]

A

))
Berdasarkan hasil simulasi secara numerik pada model matematika penyebaran penyakit ebola sebelum dan
setelah diberi kontrol berupa karantina dapat meminimalkan jumlah manusia yang terinfeksi virus ebola serta
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menimimalkan biaya yang dikeluarkan. Pada penelitian selanjutnya dapat dilakukan modifikasi pada model
matematika penyebaran penyakit ebola dengan penambahan variabel kontrol lain berupa vaksinasi yang
diberikan pada populasi manusia yang rentan. Dengan demikian dapat diketahui upaya yang paling efektif
dalam mengurangi penyebaran penyakit ebola serta dapat diketahui biaya yang paling minimal yang
dikeluarkan untuk pengontrol.
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