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ABSTRAK1 

Dalam artikel ini dipelajari ruang fase tereduksi dari suatu grup Lie khususnya untuk grup 

Lie affine Aff(1) berdimensi 2. Tujuannya adalah untuk mengidentifikasi ruang fase tereduksi 
dari Aff(1) melalui orbit coadjoint buka di titik tertentu pada ruang dual 𝔞𝔣𝔣(1)∗ dari aljabar 
Lie 𝔞𝔣𝔣(1). Aksi dari grup Lie  Aff(1) pada ruang dual 𝔞𝔣𝔣(1)∗ menggunakan representasi 
coadjoint. Hasil yang diperoleh adalah ruang Fase tereduksi Aff(1) tiada lain adalah orbit 
coadjoint-nya yang buka di ruang dual 𝔞𝔣𝔣(1)∗. Selanjutnya, ditunjukkan pula bahwa grup Lie 
affine  Aff(1)  tepat mempunyai dua buah orbit coadjoint buka.  Hasil yang diperoleh dalam 
penelitian ini dapat diperluas untuk kasus grup Lie affine Aff(𝑛) berdimensi 𝑛(𝑛 + 1) dan 
untuk kasus grup Lie lainnya.  
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ABSTRACT 

In this paper, we study a reduced phase space for a Lie group, particularly for the 2-dimensional affine 
Lie group which is denoted by Aff(1). The work aims to identify the reduced phase space for Aff(1) by 
open coadjoint orbits at certain points in the dual space 𝔞𝔣𝔣(1)∗ of the Lie algebra 𝔞𝔣𝔣(1). The group 
action of Aff(1) on the dual space  𝔞𝔣𝔣(1)∗ is considered using coadjoint representation. We obtained 
that the reduced phase space for the affine Lie group Aff(1) is nothing but its open coadjoint orbits. 
Furthermore, we show that the affine Lie group Aff(1) exactly has two open coadjoint orbits in  
𝔞𝔣𝔣(1)∗. Our result can be generalized for the 𝑛(𝑛 + 1) dimensional affine Lie group Aff(𝑛) and for 
another Lie group.  
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1.  Pendahuluan 

Metode orbit memegang peranan penting dalam konstruksi representasi suatu grup 

Lie [1]. Secara garis besar, metode orbit diterapkan dengan cara menentukan 
representasi berdimensi 1 dari grup Lie bagian dan kemudian menginduksinya ke 
kasus representasi grup Lie yang diinginkan. Dimensi aljabar Lie bagian ini 
merupakan dimensi maksimal yang subordinate terhadap suatu titik di orbit coadjoint-
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nya yaitu codimensinya setengah dari dimensi orbit coadjoint. Dalam metode ini, 
prinsip dasarnya adalah aksi suatu grup Lie 𝐺 pada suatu ruang dual 𝔤∗ dari aljabar 
Lie 𝔤 dari 𝐺. Dengan kata lain, aksi grup Lie tersebut dapat dinyatakan sebagai 
pemetaan Ad∗(𝑔): 𝔤∗ ∋ ∆↦ Ad∗(𝑔)∆∈ 𝔤∗ untuk setiap 𝑔 ∈ 𝐺. Hubungan antara 𝔤 dengan 
𝔤∗ diberikan oleh 〈Ad∗(𝑔)∆, 𝑋〉 = 〈∆, Ad(𝑔−1)𝑋〉,  untuk setiap 𝑋 ∈ 𝔤. Aksi tersebut 
dinamakan aksi coadjoint dan himpunan semua  aksi coadjoint tersebut dinamakan orbit 
coadjoint. Khususnya untuk 𝑓 ∈ 𝔤∗, orbit coadjoint  diberikan oleh Ad∗(𝐺)𝑓 = 𝐺. 𝑓 =
{Ad∗(𝑔)𝑓  ; 𝑓 ∈ 𝔤∗} ⊂ 𝔤∗. Hubungan antara orbit adjoint dan coadjoint telah diteliti 
sebelumnya dalam [2].  

Karakteristik atau sifat-sifat orbit coadjoint sangat menarik untuk dipelajari khususnya 
sifat-sifat yang berkaitan dengan geometri. Semua orbit coadjoint bersifat manifold 
simplektik dan berdimensi genap. Lebih jauh, orbit coadjoint mempunyai struktur 
simplektik 𝐺-invarian kanonik. Artinya, dalam setiap orbit coadjoint dapat 
didefinisikan differential 2-form yang bersifat 𝐺-invarian, non-degenerate, dan tutup. Di 
sisi lain, keterbukaan suatu orbit coadjoint berkaitan erat dengan notasi aljabar Lie 
Frobenius dari grup Lie Frobenius [3]-[5]. Struktur aljabar simetrik kiri dalam [6] juga 
dapat diselidiki eksistensinya untuk aljabar Lie Frobenius.  

Penelitian tentang aksi coadjoint telah banyak dilakukan oleh para peneliti sebelumnya 
seperti orbit coadjoint nilpoten dalam small characteristic [7], aljabar Lie konstraksi 
dengan orbit coadjoint generik berdimensi dua [8], orbit coadjoint untuk motion groups 
dan coherent state [9], dan orbit coadjoint untuk Lie groupoids [10]. Berbeda dengan hasil-
hasil sebelumnya, dalam artikel ini dibahas terlebih dahulu ruang fase tereduksi grup 
Lie khususnya grup Lie affine Aff (1) berdimensi 2 melalui pemetaan momentum dan 
representasi  coadjoint. Konstruksi tersebut menunjukkan bahwa ruang kuosien dari 
peta invers pemetaan momentum dengan stabilizer grupnya pada suatu titik di ruang 
dual aljabar Lie-nya ternyata orbit coadjoint dari grup Lie affine Aff(1).  

Lebih jauh, notasi reduced phase space atau ruang fase tereduksi diperkenalkan dalam 
matematika fisika [11]. Misalkan 𝐺 grup Lie dengan aljabar Lie 𝔤 dan ruang dual 𝔤∗. 
Selanjutnya, misalkan 𝑃 manifold simplektik dengan simplektik form-nya 𝜔 dan 𝐽: 𝑃 →
𝔤∗ pemetaan momentum. Untuk titik 𝑓 ∈ 𝔤∗, diperoleh 𝐽−1(𝑓) = {𝑥 ∈ 𝑃 ;  𝐽(𝑥) = 𝑓} yang 
bersifat invarian. Ruang fase tereduksi diberikan oleh ruang kuosien 𝐽−1/𝐺𝑓 dengan 𝐺𝑓 

adalah stabilizer dari 𝐺 di titik 𝑓. Berkenaan dengan ruang fase tereduksi tersebut, 
menurut [11] ruang fase tereduksi 𝐽−1(𝑓)/𝐺𝑓 tersebut dapat diidentifikasi oleh 𝐺/𝐺𝑓 ≃

𝐺. 𝑓 = Ad∗(𝐺)𝑓  yang tidak lain adalah orbit coadjoint di 𝔤∗. Dengan kata lain, 
menentukan ruang fase tereduksi untuk grup Lie adalah kasus menentukan orbit 
coadjoint-nya pada suatu titik tertentu di 𝔤∗ melalui aksi atau representasi coadjoint-nya.  

Dalam artikel ini, hasil yang sudah diperoleh dalam [11] yaitu identifikasi ruang fase 
tereduksi yang diidentifikasi oleh 𝐺/𝐺𝑓 ≃ 𝐺. 𝑓 = Ad∗(𝐺)𝑓 ⊆ 𝔤∗ , diterapkan untuk kasus 

grup Lie 𝐺 = Aff(1) yaitu grup Lie berdimensi 2.  Tujuannya adalah untuk 
menentukan ruang fase tereduksi grup Lie affine Aff(1) dengan cara 
mengidentifikasinya melalui perhitungan orbit coadjoint-nya. Hal ini menjadi sangat 
penting karena konstruksi suatu orbit coadjoint melalui representasi coadjoint-nya 
ternyata bisa diperoleh juga melalui konstruksi ruang fase tereduksinya. Gagasan 
perhitungan orbit coadjoint ini dapat dikaji lebih jauh khususnya yang berkaitan 
dengan konstruksi ruang fase tereduksi Aff(1) yang tidak lain adalah orbit coadjoint-
nya. Penerapan pada grup Lie affine disebabkan karena grup Lie affine ini  
memberikan banyak kontribusi baik pada cabang matematika atau pada bidang ilmu 
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lainnya ([12], [13], dan [14]). Hal ini menjadi motivasi untuk mempelajari aljabar Lie 
affine khususnya Aff(1).  

Artikel ini ditulis dengan menggunakan sistematika penulisan sebagai berikut: Bagian 
pertama adalah pendahuluan yang menjelaskan tentang kajian yang sudah dilakukan 
oleh para peneliti sebelumnya, motivasi dan latar belakang penelitian, dan signifikansi 
penelitian. Bagian ke dua adalah Metode penelitian yaitu langkah-langkah dalam 
penelitian ini  dan landasan teori yang digunakan dalam membahas hasil utama dalam 
penelitian ini. Lebih spesifik bahwa metode yang digunakan dalam penelitian ini 
adalah studi literatur atau kajian pustaka. Bagian ke tiga adalah hasil dan pembahasan 
yaitu membuktikan bahwa ruang fase tereduksi dari grup Lie affine Aff (1) tiada lain 
orbit coadjoint yang buka di ruang dual 𝔞𝔣𝔣 (1)∗ yang merupakan ruang dual vektor 
dari 𝔞𝔣𝔣 (1). Masih dalam bagian ini, diberikan juga diskusi untuk penelitian 
selanjutnya. Hasil yang diperoleh diperluas untuk kasus grup Lie affine Aff (𝑛) 
berdimensi 𝑛(𝑛 + 1). Masalah yang muncul untuk menentukan ruang fase tereduksi 
dari Aff (𝑛) adalah formula umum orbit coadjoint-nya. Diduga bahwa secara umum 
Aff(𝑛) mempunyai tepat 2 orbit coadjoint sebagi hasil perluasan dari kasus Aff (1) yang 
telah diperoleh dalam penelitian ini.  
 
2.  Metode 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur. Pertama dipelajari 
tentang grup Lie Aff (𝑛) khususnya untuk 𝑛 = 1 dan sifat-sifatnya termasuk cara 
mendapatkan orbit coadjoint-nya dan keterbukaannya di  𝔞𝔣𝔣 (1)∗, ke dua dipelajari 
tentang ruang fase tereduksi yang dapat diidentifikasi oleh orbit coadjoint-nya. 
Selanjutnya, dalam penelitian ini diperoleh ruang fase tereduksi untuk grup Lie  Aff (1)  
adalah orbit coadjoint-nya.  

Sebelum melangkah dalam pembahasan, berikut ini dibahas tentang landasan teori 
yang digunakan dalam penelitian ini. Grup Lie affine berdimensi 2 Aff (1), orbit 
coadjoint, ruang fase tereduksi untuk grup Lie.  
 
Definisi 1 [15].  Transformasi di ℝ yang berbentuk  

𝜓𝑎,𝑏(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎 > 0                                              (1) 

disebut dengan transformasi affine. Himpunan yang memuat semua transformasi 
affine di ℝ seperti pada persamaan (1) membentuk grup Lie berdimensi dua yang 
disebut dengan grup Lie affine dan dinotasikan oleh Aff (1).  

Perhatikan bahwa grup Lie Aff (1) ini dapat dipandang sebagai grup matriks yang 
berukuran 2 × 2 dan sebagai objek geometri di ℝ4. Dengan kata lain, transformasi 𝜓𝑎,𝑏 

dapat dikaitkan dengan matriks 2 × 2  dalam bentuk  
 

Ψ𝑎,𝑏 = (
𝑎 𝑏
0 1

).                                                                        (2) 

Grup Lie Aff (1) ini grup tidak sederhana dan tidak kompak [15]. Selanjutnya, 

dipandang dari objek geometri, grup Lie Aff (1) ini adalah himpunan bagian dari ℝ4 

yang tidak terbatas atau unbounded. Sifat lainnya adalah grup ini tidak abelian karena 
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terdapat 𝜓1,2 dan 𝜓2,1 di Aff (1) tetapi 𝜓1,2 ∘ 𝜓2,1 ≠ 𝜓2,1 ∘ 𝜓1,2, dan grup ini adalah non-

unimodular.  

Di sisi lain, aljabar Lie dari Aff (1) dinyatakan sebagai 𝔞𝔣𝔣 (1), yaitu ruang vektor dari 

semua matriks berbentuk 

𝜏𝑎,𝑏: = (
𝛼 𝛽
0 0

) , 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ.                                                                    (3) 

Tentu saja, diperoleh juga (
𝛼 𝛽
0 0

) = 𝛼 (
1 0
0 0

) + 𝛽 (
0 1
0 0

) = 𝛼𝑋1 + 𝛽𝑋2. Aljabar Lie dari 

grup Lie affine Aff(1) ini dinotasikan oleh 𝔞𝔣𝔣(1) = Span{𝑋1, 𝑋2} dengan bracket Lie-nya 

diberikan oleh matriks komutator  [𝑋1, 𝑋2] = 𝑋1𝑋2 − 𝑋2𝑋1 = 𝑋2. Ruang dual dari 𝔞𝔣𝔣 (1) 

dinotasikan oleh 𝔞𝔣𝔣 (1)∗ = Span{𝑋1
∗, 𝑋2

∗} yang hubungan ke duanya dapat dinyatakan 

oleh 〈𝑋𝑖
∗, 𝑋𝑗〉 = 𝛿𝑖𝑗.  Dalam hal ini, ruang dual 𝔞𝔣𝔣(1)∗ dapat diidentifikasi oleh matriks 

berbentuk 

Ψ𝑥,𝑦
∗ ≔ 𝑥𝑋1

∗ + 𝑦𝑋2
∗ =   (

𝑥 0
𝑦 0

) , 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ.                                                             (4) 

Yaitu 𝑋1
∗ = (

1 0
0 0

) dan 𝑋2
∗ = (

0 0
1 0

).  

Karena Grup Lie Aff (1) dapat dipandang sebagai grup matriks, notasi aksi coadjoint 

juga dapat dinyatakan untuk grup matriks.  

Definisi 2[1]. Misalkan 𝐺 grup matriks dengan aljabar Lie-nya adalah 𝔤 ⊂ M(n, ℝ) di 

mana M(𝑛, ℝ) ruang vektor matriks 𝑛 × 𝑛. Representasi adjoint adalah matriks 

konjugasi yang dinyatakan oleh 

Ad(𝑔)𝑋 = 𝑔𝑋𝑔−1, 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑋 ∈ 𝔤.                                (5)     

Dual dari representasi adjoint ini adalah representasi coadjoint  dan dinyatakan oleh 

Ad∗(𝑔): = Ad(𝑔−1)∗. Jadi, nilai linear fungsional 𝑓 ∈ 𝔤∗ oleh representasi coadjoint  di 

titik 𝑋 ∈ 𝔤 diberikan oleh 〈Ad∗(𝑔)𝑓, 𝑋〉 = 〈𝑓, Ad(𝑔−1)𝑋〉. Himpunan semua aksi codjoint 

ini dinamakan orbit coadjoint. Selanjutnya, orbit coadjoint buka di ruang dual 𝔤∗ jika 

stabilizer dari 𝔤 trivial. Dengan kata lain 

 𝔰𝔱𝔞𝔟𝔤(𝑓) = {𝑋 ∈ 𝔤  ; 〈𝑓, [𝑋, 𝑌]〉 = 0, ∀𝑌 ∈ 𝔤} = {0}                          (6) 

dengan 𝑓 ∈ 𝔤∗.  
 
3.  Hasil dan Pembahasan 

Dalam bagian ini dibuktikan bahwa ruang fase tereduksi grup Lie Aff (1) dapat 
diidentifikasi oleh orbit coadjoint-nya. Secara umum telah diperoleh bahwa terdapat 
dua orbit coadjoint dari grup Lie Aff (1) yang tergantung pada titik-titik yang dipilih di 
𝔤∗ yang bersifat buka dan hasil ini tidak lain adalah ruang fase tereduksi dari Aff (1). 
Dengan kata lain, melalui representasi coadjoint, grup Lie Aff (1) mempunyai tepat dua 
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orbit coadjoint buka di ruang 𝔞𝔣𝔣(1)∗. Sebelumnya, diberikan perhitungan orbit coadjoint 
dari   Aff (1)  sebagai berikut : 

Lema 3 [1]. Orbit coadjoint grup Lie Aff (1)  dinyatakan dalam bentuk  

1. Dua orbit coadjoint  berdimensi 2  
 

𝔒±  𝑋2
∗ = {𝑥𝑋1

∗ + 𝑦𝑋2
∗  ;  ±𝑦 > 0}                                                 (7) 

 
2. Titik-titik di bidang atau orbit coadjoint berdimensi nol 

 
𝔒𝑥 = {(𝑥, 0)   ; 𝑥 ∈ ℝ}                                                                  (8) 

Bukti. Untuk menghitung ini, kita gunakan persamaan (5) di atas yaitu dengan 
menghitung aksi coadjoint-nya. Misalkan Ψ𝑎,𝑏 ∈ Aff(1) dan Ψ𝑥,𝑦

∗ ∈ 𝔞𝔣𝔣(1)∗, dengan 

bentuk matriksnya dinyatakan oleh persamaan (2) dan (4) masing-masing. Perhatikan 
bahwa  

Ad∗(Ψ𝑎,𝑏): 𝔞𝔣𝔣(1)∗ ∋ Ψ𝑥,𝑦
∗ ↦ Ψ𝑥+𝑎−1𝑏𝑦,𝑎−1𝑦

∗ ∈ 𝔞𝔣𝔣(1)∗.                           (9) 

 

Selanjutnya, untuk 𝑦 ≠ 0, diperoleh orbit coadjoint seperta dinyatakan dalam 
persamaan (7), yaitu orbit coadjoint berdimensi 2. Di sisi lain, untuk 𝑦 = 0, diperoleh 
orbit coadjoint berupa titik-titik di bidang, dalam hal ini orbit coadjoint-nya berdimensi 
nol seperti dinyatakan dalam persamaan (8).∎ 

Lema 4. Orbit coadjoint berdimensi 2 dari Aff(1) seperti dinyatakan dalam persamaan (7) buka 
di 𝔞𝔣𝔣(1)∗ dan Aff(1) tepat mempunyai 2 buah orbit coadjoint yang buka.  

Bukti. Untuk membuktikan pernyataan ini, cukup dihitung untuk kasus 𝔒  𝑋2
∗ =

{𝑥𝑋1
∗ + 𝑦𝑋2

∗  ;  𝑦 > 0} dan sisanya mengikuti cara pembuktian kasus ini. Pilih 𝑓 = 𝑋2
∗ ∈

𝔞𝔣𝔣(1)∗ . Dengan menggunakan persamaan (6), dapat dihitung stabilizer 𝔰𝔱𝔞𝔟𝔤(𝑓) 
terhadap bracket Lie [𝑋, 𝑌] = 𝑌. Karena  𝑋, 𝑌 ∉ 𝔰𝔱𝔞𝔟𝔤(𝑓) maka 𝔰𝔱𝔞𝔟𝔤(𝑓) = {0}. Jadi, 𝔒  𝑋2

∗ 

buka. Cara yang sama bisa digunakan untuk menunjukkan bahwa 𝔒 −𝑋2
∗ = {𝑥𝑋1

∗ +

𝑦𝑋2
∗  ;  −𝑦 > 0} juga buka di 𝔞𝔣𝔣(1)∗. Oleh karena sifat keterbukaan ke dua orbit coadjoint 

tersebut, maka orbit coadjoint 𝔒 dari Aff(1) yang buka di 𝔞𝔣𝔣(1)∗ tepat hanya dua yaitu 
𝔒 = 𝔒  𝑋2

∗ dan 𝔒 = 𝔒 −𝑋2
∗. ∎ 

Lema 5. Ruang fase tereduksi dari grup Lie affine 𝐺 ≔ Aff(1) berdimensi 2 dapat diidentifikasi 

oleh 2 buah orbit coadjoint yang buka  di ruang dual vektor 𝔤∗ = 𝔞𝔣𝔣(1)∗ dari aljabar Lie 𝔤 ≔
𝔞𝔣𝔣(1). Dengan kata lain, 𝐽−1(𝑓)/𝐺𝑓 ≃  𝐺/𝐺𝑓 ≃ 𝐺. 𝑓 = Ad∗(𝐺)𝑓 = 𝔒±  𝑋2

∗ ⊆ 𝔤∗ dengan 𝑓 =

±𝑋2
∗ ∈ 𝔞𝔣𝔣(1)∗.  

Bukti. Pembuktian Lema 5 ini mengikuti hasil yang sudah diperoleh pada [11]. 
Misalkan 𝑃 manifold simplektik dengan simplektik form-nya 𝜔 dan 𝐽: 𝑃 → 𝔤∗ pemetaan 
momentum yaitu pemetaan yang didefinisikan sebagai berikut : 
 

𝐽 ∶ 𝑃 → 𝔤∗                                                                  (10) 

untuk setiap 𝑋 ∈ 𝔤, d𝐽(𝑋) = 𝑖𝑋𝑝
𝜔 dengan 𝐽(𝑋): 𝑃 ∋ 𝑝 ↦ 𝐽(𝑋)(𝑝) = 𝐽(𝑝). 𝑋 ∈ ℝ dengan 

𝑖𝑋𝑃
𝜔 adalah turunan interior dan 𝑋𝑝 generator infinetesimal berkorepondensi dengan 𝑋. 

Misalkan 𝐺 beraksi secara transitif pada 𝑃 dengan aksi Hamiltonian, maka peta 𝐽(𝑃) 
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adalah orbit coadjoint di 𝔤∗. Dalam kasus ini, pemetaan momentum dalam persamaan 
(10) diberikan untuk 𝑃 = T∗𝐺.  Selanjutnya, 𝐽−1(𝑓+) = {𝑝 ∈ 𝑃  ;  𝐽(𝑝) = 𝑓+} dengan 𝑓+ =

𝑋2
∗. Dengan menghitung 𝐺𝑓+

, diperoleh bahwa 𝐽−1(𝑓+)/𝐺𝑓+
 tidak lain adalah orbit 

coadjoint  𝔒  𝑋2
∗.  Untuk 𝑓_ = −𝑋2

∗, diperoleh juga bahwa 𝐽−1(𝑓_)/𝐺𝑓_
≃  𝔒 −𝑋2

∗. ∎  

Hasil yang diperoleh dapat diperluas untuk mengidentifikasi ruang fase tereduksi 
grup Lie affine Aff(𝑛) berdimensi 𝑛(𝑛 + 1). Diduga bahwa Aff(𝑛) mempunyai tepat 
dua buah orbit coadjoint buka.  
 
4.  Kesimpulan 

Dalam artikel ini telah dibuktikan bahwa ruang fase tereduksi dari grup Lie affine 
Aff (1) dapat diidentifikasi oleh orbit coadjoint buka di ruang dual vektor 𝔞𝔣𝔣 (1)∗. 
Selanjutnya, dibuktikan bahwa grup Lie affine Aff (1) tepat mempunyai dua buah orbit 
coadjoint buka dan karena sifat keterbukaan ke dua orbit coadjoint tersebut, maka orbit 
coadjoint 𝔒 dari Aff (1) yang buka di 𝔞𝔣𝔣 (1)∗ tepat hanya dua yaitu 𝔒 = 𝔒  𝑋2

∗ dan 𝔒 =

𝔒 −𝑋2
∗.  
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