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ABSTRAK

Artikel ini membahas transformasi Mobius dari sudut pandang aljabar untuk membahas
salah satu sifat geometrisnya, yakni mempertahankan lingkaran dan garis di bidang
kompleks. Sifat preservasi lingkaran dan garis ini secara sederhana dapat diartikan bahwa
transformasi Mobius memetakan koleksi lingkaran dan garis (kembali) menjadi koleksi
lingkaran dan garis. @ Secara umum pembahasan diawali dengan penjelasan definisi
transformasi Mobius di bidang kompleks. Pembahsan dilanjutkan pada pendefinisian
pemetaan dasar dan transformasi affine langsung. Kedua konsep tersebut dipergunakan
untuk membuktikan eksistensi sifat preservasi lingkaran dan garis pada transformasi Mobius.
Dapat ditunjukkan bahwa transformasi Mdobius dapat dinyatakan sebagai komposisi dari
transformasi affine langsung dan inversi. Dapat ditunjukkan juga bahwa transformasi affine
langsung dan inversi keduanya memiliki sifat preservasi linkaran dan garis pada bidang
kompleks. Dengan demikian dapat diperoleh simpulan pada kajian ini transformasi Mébius
memiliki sifat preservasi lingkaran dan garis di bidang kompleks.
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ABSTRACT

This article discuss about Mobius transformastion from point view of algebra to describe one of its
geometric property, i.e. preserving circles and lines in complex plane. In simple term, this preservation
means that Mobius transformation maps a collection of circles and lines (back) into a collection of
circles and lines. In general, the discussion begins with an explanation of the definition of the Mobius
transformation in the complex plane. The discussion continues on defining the basic mapping and
direct affine transformation. These two concepts are used to prove the existence of the preservation
properties of circles and lines in the Mobius transformation. It can be shown that the Mobius
transformation can be expressed as a composition of the direct affine transform and the inverse. It can
also be shown that the direct affine transform and the inverse both have the property of preserving
circles and lines in the complex plane. Thus, it can be concluded that in this study the Mobius
transformation has the property of preserving circles and lines in the complex plane.
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1. Pendahuluan

Transformasi Mobius merupakan pemetaan dengan domain dan kodomain berupa
bidang kompleks yang diperluas (extended complex plane). Perhatikan definisi berikut:

Definisi 1. Bidang kompleks yang diperluas (extended complex plane) adalah himpunan
yang dinyatakan sebagai berikut
Coo:C U 00,

Transformasi Mobius menarik untuk dibahas dan dipelajari, salah satunya karena
memiiki sifat-sifat yang memiliki koneksi kuat dengan geometri non-euclid, ilmu
terapan, dan fisika [1-6].

Pembahasan mengenai transformasi Mobius dapat dibahas dari beberapa aspek, seperti
pembahasan terkait sifat-sifat yang dimiliki. Sebagai contoh, terdapat pembahasan sifat
invarian bentuk dan image planar pada transformasi Mébius [7], preservasi bingkai yang
meminimalkan rotasi [8]. Ada juga pembahasan pada aspek elemen atau konsep yang
merupakan bagian dari transformasi Mobius, seperti titik tetap [9-11]. Lebih jauh lagi
sangat dimungkinkan pembahasan dengan tingkatan lanjut sebagaimana konsep fungsi
holomorphic [12], transformasi Mobius harmonik [13], dan sifat transitifitas [14].

Terdapat juga beberapa kajian yang berfokus pada karakterisasi dari transformasi
Mobius, seperti diantaranya dilakukan oleh Haruki dan Rassias [15, 16] yang
membahas mengenai karakteristik transformasi Mobius sebagai pemetaan konformal
(preservasi sudut), serta Niamsup [17-19] yang membahas karakteristik transformasi
Mobius berdasarkan sifat invariant. Kami tertarik untuk membahas dengan pendekatan
yang sama terhadap transformasi Mobius, yakni terkait konstruksi. Pembahasan yang
kami tuliskan berupa kajian dari sudut pandang aljabar dan geometri. Hal tersebut
didasari pendapat Budhi [20] yang menyampaikan bahwa transformasi geometri
merupakan salah satu teknik relevan untuk membuktikan sifat-sifat geometri.
Pembahasan inti dari artikel ini adalah transformasi Mo&bius sebagai direct affine
transformation dan sifat preservasi lingkaran dan garis. Secara lebih teknis, pembahasan
pada artikel ini bertujuan untuk menunjukkan bahwa transformasi Mobius memetakan
himpunan semua lingkaran dan garis di bidang kompleks ke himpunan yang sama.

2. Dasar Teori

Terdapat beberapa nama atau istilah berbeda dari transformasi Mobius, seperti
homographic transformations, fractional linear transformations, atau bilinear transformations
([21, 22]). Sebagai penghormatan dan dedikasi kepada matematikawan yang pertama
kali membahas secara mendalam tentang transformasi ini, yakni Auguste Ferdinand
Mobius dinamakanlah sbagai transformasi Mobius. Adapun definisi dari transformasi
Mobius adalah sebagai berikut.

Definisi 2. [1] Suatu transformasi Mobius M : Co — C adalah suatu pemetaan
sedemikian sehingga

az+b
cz+d

M(z) =

dengana,b,c,d € C danad — bc # 0.

(1)

Perhatikan pada koefisien-koefisien pada Definisi 2. Karena ad — bc # 0, maka tidak jadi
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suatu masalah jika setiap koefisien dibagi oleh +/ad —bc.  Misalkan diberikan
transformasi (1) sebagaimana yang disajikan pada Definisi 2. Kemudian, dimisalkan
pula vad — bc = k, sehingga dapat dikonstruksi bentuk transformasi Mobius dengan
bentuk penyajian lain sebagai berikut:

M (z) = Zr . @)

>
b
S

=10
=

Bentuk M (z) pada persamaan (2) merupakan bentuk fungsi ternormalisasi dari bentuk
persamaan (1). Perhatikan bahwa

7 d boc_ad b _ai-be K _ o
k k k k kK k¥ k¥ kT
Berdasarkan hal tersebut, dapat kita definisikan transformasi Mobius ternormalisasi
sebagai berikut:

Definisi 3. Suatu transformasi Mobius M : Co — Co adalah suatu pemetaan
sedemikian sehingga
Y pz+4q
M(z) = 4
z) rz+s @)

dengan p,q,7,s € C dan ps — qr = 1. M(z) disebut sebagai transformasi Mébius
ternormalisasi.

Pembahasan berlanjut kepada sifat-sifat geometri yang mendasar pada transformasi
Mobius. Terlebih dahulu akan ditinjau konsep pemetaan dasar dan pemetaan affine
langsung (direct affine transformation). Berikut adalah pendefinisian terkait hal-hal
tersebut.

Definisi 4. [23] Perhatikan lima pemetaan dasar berikut

1. z = cz;c € R, disebut perkalian skalar (scaling);
2. z—>z+ A, A € C, disebut translasi;

3. z = Az, A = ¢, disebut rotasi;

4. z — z, disebut konjugasi kompleks; dan

5. z— %, disebut inversi

Pemetaan affine langsung (direct affine transformation) adalah kombinasi dari pemetaan 1.
2. dan 3., yang ditulis sebagai

T(z) =Az+B (5)
dengan A, B € C.

3. Hasil dan Pembahasan

Karena pembahasan bertujuan untuk menunjukkan bahwa transformasi Mobius
memiliki sifat preservasi lingkaran dan garis, dipandang perlu untuk mendefinisikan
bentuk umum persamaan lingkaran di bidang kompleks. Sifat preservasi di sini
memiliki pengertian bahwa transformasi Mobius memetakan himpunan semua
lingkaran dan garis menjadi himpunan semua lingkaran dan garis juga [21]. Persamaan
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lingkaran dapat kita konstruksi dengan menggunakan pendekatan terhadap definisi
lingkaran, yakni himpunan semua titik yang berjarak sama terhadap satu titik (titik
pusat). Misalkan akan dikonstruksi persamaan lingkaran di bidang kompleks dengan
titik pusat zop € C dan jari-jari r € R. Dengan demikian persamaan lingkaran tersebut
akan berbentuk sebagai berikut

’Z — Zo| =7 (6)
denganz € C

Perhatikan bahwa apabila kedua ruas pada persamaan (6) dikuadratkan, maka diperoleh

(z—20) (z—7%0) =77 7)

Dengan menjabarkan ruas kiri pada persamaan (7) diperoleh bentuk

2Z — 22y — 220 + 2070 = 12 (8)

Dalam langkah memperoleh persamaan umum, ruas kanan persamaan (8) dibuat
menjadi nol, sehingga diperoleh

2Z — 220 — 220 + 2020 — > =0 9)

Selanjutnya dapat dilakukan suatu pengaturan (pemisalan) terhadap zy dalam upaya

mendapatkan bentuk persamaan garis dalam persamaan lingkaran. Misalkan zg =

dengan A € R— {0} dan B € C, akan dihasilkan persamaan berikut

zz—zE—ZE—i—EE—VZ—O
A AA N
_B BB ,
— L= — 4L—— —_— = == 1
27— Z ZA +AA r-=20 (10)

Perhatikan bahwa karena A € R— {0}, maka A = A. Dengan mengalikan semua suku
pada persamaan (10) dengan A akan diperoleh

_ ‘B _AB BB ,,
Azz—AzZ—27 —i—AZZ—Ar =0

Azz — Bz — Bz +@—A2r2:0

Misalkan ‘Aﬂ — A%y2 = C, karena A, |B|,r € Rdan A # 0, maka C € R. Pemisalan juga
berimplikasi pada nilai jari-jari dapat dinyatakan sebagai r = |,17| \/|B|” — AC akan kita

peroleh persamaan berikut

Azz+BzZz+Bz +C=0 (11)
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Perhatikan bahwa pada persamaan (11), dapat diketahui A,C € R (telah dimisalkan
sebelumnya) dan AC < |B \Z(Berdasarkan pemisalan jari-jari). Kemudian persamaan (11)
akan menjadi persamaan garis lurus di bindang kompleks apabila ditambakan kasus
untuk A = 0, B # 0dan C € R. Dengan demikian persamaan (11), dengan perluasan
kasus A € R, dapat merepresentasikan himpunan semua lingkaran dan garis di bidang
kompleks.

Deskripsi pada Definisi 4 sangat konsekuen dengan teorema yang akan dijelaskan
selanjutnya. Transformasi affine langsung dapat merupakan suatu scaling, translasi, atau
rotasi. Perhatikan terorema berikut

Teorema 1. Misalkan T (z) = Az + B adalah suatu transformasi affine langsung. Hal-hal
berikut berlaku

1. T merupakan scaling jika A € R dan B € C—{0}
2. T merupakan translasi jika A = 1 dan B € C, dan
3. Jikn A € C, |A| = 1, dan A # 1, maka T adalah rotasi % dengan sebuah sudut

arg(A) .

Bukti. Bagian 1. dan 2. bersama dengan dengan penjelasan mengenai A dan B, sudah
sangat jelas terbukti. Pembuktian akan berfokus pada bagian 3. Misalkan A € C,
|A| = 1dan A # 1, kemudian dimisalkan pula F € C merupakan titik tetap (fixed point)
bagi T. Sehingga diperoleh T (F) = F, yakni F = AF + B yang juga berimplikasi pada
diperolehnya F = £

Perhatikan bahwa

Az — A2 —BA-—
() F—nAzip_ B _Az-A2+B-BA-B

1—-A 1—-A
_ Az— A’z —BA
- 1—A

Az(1—A) —BA
n 1—A

Karena |A| = 1, maka kita peroleh hasil lanjutan sebagai berikut

_ Az(1-A)—B
- 1—A
= A(z—F)

Hal ini menunjukkan bahwa T merupakan rotasi terhadap F dengan sudut arg(A). O

Penting untuk diperhatikan, bahwa dalam kasus pada Teorema 1 ini A € C, sehingga
memungkinkan |A| = 1 dengan A # 1.

Definisi 4 dan Teorema 1 sangat penting untuk menunjukkan salah satu sifat geometris
daris transformasi Mobius. Suatu transformasi Mobius dapat didekomposisikan menjadi
transformasi affine langsung dan inversi sebagaimana ditunjukkan pada Teorema 2.

Teorema 2. [21] Misalkan M merupakan suatu transformasi Mobius. M dapat dinyatakan
sebagai komposisi dari transformasi affine langsung dan inversi.
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Bukti. Misalkan M adalah transformasi Mobius dengan bentuk seperti dalam
persamaan (1). Dengan mengasumsikan ¢ # 0, bentuk di atas dapat diuraikan sebagai
berikut

az—l—b:%(cz—i-d)—%—i-bzg_i_b—% 12)
cz+d cz+d c cz+d

Misalkan P; = cz + d, berdasarkan Definisi 4 P} merupakan bentuk transformasi affine
langsung. Selanjutnya kita misalkan pula P, = P% yang merupakan suatu inversi dan

P; = ( — “C—d) p2 + ac. Dari dua pemisalan tersebut diperoleh

M:P30P20P1 (13)

Persamaan (13) menunjukkan bahwa transformasi Mébius dapat dinyatakan sebagai
komposisi dari transformasi affine langsung dan inversi. O

Pembahasan selanjutnya adalah tujuan utama pada kajian ini, yakni menyelidiki
apakah transformasi Mébius memiliki sifat preservasi lingkaran dan garis atau tidak.
Pembuktian eksistensi sifat ini akan memanfaatkan Teorema 1 dan dua teorema yang
akan dibahas selanjutnya, yakni preservasi lingkaran dan garis pada transformasi affine
langsung dan inversi.

Teorema 3. Misalkan T merupakan suatu transformasi affine langsung. M memetakan
lingkaran dan garis menjadi lingkaran dan garis (preservasi lingkaran dan garis) di bidang
kompleks.

Bukti. Berdasarkan Teorema 1 transformasi T dapat merupakan scaling, translasi, atau
rotasi. Pembahasan akan dibagi ke dalam dua kasus, yakni T sebagai translasi dan T
sebagai scaling atau rotasi (karena memiliki bentuk fungsi yang sama). Pada kasus T
sebagai translasi, misal T (z) = a + z, dengan a € C. Kita dapat memisalkan T (z) = w
untuk suatu w € C. Dengan demikian w = z + 4. Jika nilai z = w — a disubstitusi ke
dalam persamaan umum lingkaran (persamaan (11)), maka akan dihasilkan

A(w—a)(w—a)+B(w—-a)+B(w—a)+C=0
Aww+ (B—aA)w+ (B—aA)wW+ (aaA —aB+aB+C) =0

Dengan mendefiniskan B’ = B — aA dan C' = aaA — aB + aB + C sehingga diperoleh

Aww +Bw+Bw+C =0 (14)

Dengan demikian T sebagai translasi memiliki sifat preservasi lingkaran dan garis. Hal
tersebut dikarenakan persamaan (14) merupakan persamaan lingkaran di bidang
kompleks, dan ketika A = 0 persamaan tersebut merupakan persamaan garis di bidang
kompleks (B’,C’ € C)

Kasus selanjutnya adalah memisalkan T sebagai scaling atau rotasi. Dengan argumetasi
yang sama pada kasus pertama. Kita dapat memisalkan T (z) = az dengana € C—{0}.
Kita dapat menyatakan z = 7 untuk suatu w € C. Dengan cara serupa dengan kasus
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pertama, nilai z = % disubstitusi ke persamaan (11), akan diperoleh persamaan
sebagaimana berikut -
ACY 4 BY 4 BY yc=0
a a a a
AZZ 1 BZ4BE 4C=0
aa a a

A‘9)+Bg+§9 +C=0
a a a

Alz|+Bz+Bz+C=0 (15)

Persamaan (15) merupakan persamaan lingkaran di bidangh kompleks, dan ketika A =
0 merupakan persamaan garis di bidang kompleks. Dari pembuktian kasus pertama
dan kedua menunjukkan bahwa scaling, translasi, dan rotasi memiliki sifat preservasi
lingkaran dan garis di bidang kompleks. O

Teorema 4. Misalkan T merupakan suatu transformasi inversi. M memetakan lingkaran dan
garis menjadi lingkaran dan garis (preservasi lingkaran dan garis) di bidang kompleks.

Bukti. Misalkan T = 1 kemudian T (z) = w untuk suatu w € C— {0}. Dapat kita
tuliskan z = 1 € C— {0}. Nilai z tersebut apabila kita substitusi ke persamaan (11),

maka kita peroleh
11

——+
ww
A+ Bw+ Bw+ Cww =0

1 =1
w w

Cww+ Bw+Bw + A =0 (16)

Jelas bahwa untuk C = 0 persamaan (16) merupakan bentuk persamaan lingkaran,
sedangkan untuk C # 0 garis. Dengan demikian terbukti bahwa inversi memiliki sifat
preservasi lingkaran dan garis di bidang kompleks, yakni memetakan himpunan
lingkaran dan garis di bidang kompleks ke himpunan yang sama. O

Pembuktian masalah utama pada artikel ini, yakni sifat preservasi lingkaran dan garis
pada transformasi Mobius cukup dibuktikan dengan memanfaatkan Teorema 1, 2, dan
3. Berdasarkan Teorema 2 kita peroleh sifat bahwa transformasi Moébius merupakan
komposisi dari transformasi affine langsung dan inversi. Kemudian berdasarkan
Teorema 2 dan 3 terbukti bahwa transformasi affine langsung dan inversi keduanya
memiliki sifat preservasi lingkaran dan garis di bidang kompleks. Dengan demikian
terbukti bahwa transformasi Mobius memiliki sifat preservasi lingkaran dan garis di
bidang kompleks.

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada artikel ini, terdapat dua hal yang diperoleh sebagai
simpulan utama pada kajian ini. Pertama, telah ditunjukkan bahwa transformasi
Mobius dapat dinyatakan sebagai komposisi dari transformasi affine langsung dan
inversi. Simpulan kedua merupakan implikasi dari simpulan yang pertama, yakni
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karena transformasi affine langsung dan inversi memiliki sifat preservasi lingkaran dan
garis di bidang kompleks, maka transformasi Mobius juga memiliki sifat yang sama,
preservasi lingkaran dan garis di bidang kompleks.

Pada bagian ini, kami juga memiliki saran guna untuk diperolehnya hasil kajian yang
lebih lanjut. Dapat dikaji dan diteliti lebih lanjut sifat transformasi Mobius, baik sifat
geometris maupun aljabar.  Pada ranah geometri, disarankan untuk mengkaji
pemanfaatan titik tetap dari transformasi Mobius. Kemudian dari ranah aljabar
disarankan untuk mengkaji struktur pada sistem transformasi Mobius yang dilengkapi
operasi komposisi.
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