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ABSTRAK

Near-ring adalah generalisasi dari ring. Pada teori ring, jika R adalah ring dengan elemen
satuan terhadap operasi penjumlahan dan perkalian dan G adalah grup komutatif terhadap
operasi penjumlahan, maka G dengan operasi perkalian skalar atas R serta memenuhi
beberapa aksioma disebut dengan modul atas ring. Diberikan near-ring N dan grup M,
near-modul M atas N dapat dikonstruksikan dengan cara yang serupa seperti pada modul
atas ring. Selanjutnya, pada paper ini, definisi near-modul terbagi menjadi tiga yaitu
near-modul, near-modul modifikasi dan near-modul kuat. Lebih lanjut, paper ini
menunjukkan bahwa near-modul kuat dapat dikonstruksi menjadi near-modul kuat faktor,
sejalan dengan modul faktor G. Kemudian, paper ini juga menunjukkan bahwa teorema
utama fundamental homomorfisma pada modul atas ring dapat digeneralisasi pada
near-modul kuat atas near-ring kuat.
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ABSTRACT

Near-ring is a generalization of ring. In ring theory, let R be a ring over addition and multiplication
operation with unity element and G be a commutative group under addition operation. Then G together
with scalar multiplication of R and holds several axioms called module over ring. Let N be a near-ring,
here we can construct the module over near-ring called near-module. We have three definitions of module
over near-ring, such that, near-module, modified near-module and strong near-module. Then we showed
that strong near-module can be constructed into strong near-module factor as well as module factor in G.
Furthermore, we generalized the fundamental theorem of homomorphism in module over ring to strong
near-module over strong near-ring.
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1. Pendahuluan

Hasil perumuman dari ruang vektor atas lapangan yaitu modul atas ring [1, 2]. Modul
dibedakan menjadi dua, yakni modul kiri dan modul kanan, oleh karena ring yang
tidak selalu komutatif. Misal diberikan grup komutatif (G,+) dan ring (R,+, ·) dengan
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elemen satuan 1R. Selanjutnya, dibentuk operasi pergandaan skalar ◦ : R × G → G
dengan ◦ (r, g) = r ◦ g, untuk setiap r ∈ R dan g ∈ G [3]. Grup komutatif G yang
memenuhi aksioma tertentu disebut modul atas ring R.

Near-ring merupakan hasil generalisasi dari ring. Himpunan tak kosong N yang
dilengkapi dengan dua operasi biner penjumlahan (+) dan perkalian (·) disebut
near-ring apabila (N,+) merupakan grup, (N, ·) semigrup serta (N,+, ·) memenuhi
salah satu hukum distributif [4]. Apabila aksioma hukum distributif N yang dipenuhi
adalah aksioma hukum distributif kanan maka N disebut near-ring kanan, begitu pula
sebaliknya. Pada paper ini, apabila tidak diberikan penjelasan lebih lanjut, near-ring N
yang dimaksud adalah near-ring yang memenuhi aksioma hukum distributif kanan.
Seperti halnya modul atas ring, apabila aksioma modul atas ring digeneralisasi ke
struktur near-ring maka dapat diidentifikasi eksistensi modul atas near-ring. Definisi
modul atas near-ring sebelumnya telah dibahas oleh Juglal [5]. Grup (M,+) yang
dilengkapi perkalian skalar �n : N × M → M dengan �n (n, m) = n�nm disebut
modul atas near-ring (N,+, ·) apabila untuk setiap n1, n2∈N dan m∈M memenuhi
(n1+ n2)�n m = n1�n m +n2�n m dan (n1 n2)�n m = n1�n (n2�n m) [6].
Selanjutnya, M disebut dengan near-modul [7]. Karena aksioma hukum distributif dari
near-ring hanya berlaku salah satu dan berdasarkan aksioma modul atas ring pada [8],
maka Ramakrishna, et al. [9] mendefinisikan near-modul atas near-ring dengan tiga cara
yaitu near-modul, near-modul modifikasi dan near-modul kuat.

Lebih lanjut, diberikan G adalah modul atas ring R dan S submodul di G. Karena S
submodul di G, maka (S,+) merupakan subgrup komutatif di G. Dengan demikian S
merupakan subgrup normal di G. Berdasarkan teori grup, dapat dibentuk himpunan
koset

(G
S ,+

)
yang juga merupakan grup komutatif dan selanjutnya disebut sebagai grup

faktor [10]. Jika didefinisikan operasi pergandaan skalar ◦ : R× G
S →

G
S yang well-defined

dan memenuhi aksioma modul atas ring, maka himpunan koset G
S selanjutnya disebut

sebagai modul faktor dari submodul S di G [11]. Berdasarkan hasil yang diperoleh pada
modul atas ring, paper ini mengonstruksi modul faktor pada near-modul kuat, sehingga
diperoleh hasil generalisasi modul faktor pada near-modul kuat.

Pada paper-paper sebelumnya telah dikerjakan beberapa topik yang berkaitan seperti
pembahasan hasil generalisasi radikal prima pada near-ring dan near-modul [12],
generalisasi dari near-ring [13], sifat-sifat near-ring [14], serta generalisasi near-modul
reguler [15]. Lebih lanjut, generalisasi near-modul modifikasi faktor juga dibahas pada
[9]. Adapun pada paper ini, diperkenalkan hasil generalisasi near-modul kuat faktor
serta generalisasi teorema utama homomorfisma modul dari konsep homomorfisma
modul atas ring pada konsep near-modul kuat atas near-ring.

2. Metode

Penelitian ini dilakukan dalam bentuk studi literatur tentang konsep-konsep dasar yang
berkaitan dengan Near-Model maupun Near-Modul Faktor Kuat Faktor dari berbagai
sumber literatur seperti jurnal ilmiah, prosiding maupun dari sumber buku-buku teks.
Berikut beberapa konsep dasar yang berkaitan dengan topik yang dibahas pada
penelitian ini.
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2.1. Near-ring

Definisi 1. [16] Diberikan himpunan tak kosong N. Himpunan N terhadap operasi biner
penjumlahan (+) dan perkalian (·) disebut near-ring apabila memenuhi:

1. (N,+) merupakan grup;
2. (N, ·) semigrup;
3. Untuk setiap a, b, c ∈ N memenuhi (a + b) c = ac + bc.

Selanjutnya, near-ring dinotasikan dengan (N,+, ·).

Contoh 1. Diberikan himpunan M (G) = f | f : G → G dengan G grup terhadap operasi
penjumlahan di M(G) yaitu untuk setiap f , g∈M(G) pemetaan f+g:G→G didefinisikan
dengan, untuk setiap x∈G berlaku ( f+g)(x) = f (x)+g(x) dan operasi komposisi fungsi
di M(G). Selanjutnya dinotasikan dengan (M (G) ,+, ◦).

Pada ring telah diperkenalkan tentang modul atas ring. Grup komutatif (M,+) dan
ring (R,+, ·) dengan elemen satuan serta operasi ◦ : R × M → M disebut modul kiri
atas ring R apabila untuk setiap r1, r2 ∈ R dan m1, m2 ∈ M dipenuhi r1 ◦ (m1 + m2) =
r1 ◦ m1 + r1 ◦ m2, (r1 + r2) ◦ m1 = r1 ◦ m1 + r2 ◦ m1, (r1 · r2) ◦ m1 = r1 ◦ (r2 ◦m1) dan
1R ◦m1 = m1 [1].

2.2. Modul Atas Near-ring

Definisi 2. [9] Diberikan (M,+) grup dan (N,+,·) near-ring serta didefinisikan
pergandaan skalar �n : N ×M→M. Himpunan M disebut near-modul atas N apabila:

1. Untuk setiap n1, n2∈N dan m∈M berlaku (n1+ n2)�n m = n1�n m +n2�n m.
2. Untuk setiap n1, n2∈N dan m∈M berlaku (n1 n2)�n m = n1�n (n2�n m).

Selanjutnya, near-modul dinotasikan dengan (M,+,�n) dengan notasi �n diartikan
sebagai operasi pergandaan skalar �n : N ×M→M.

Contoh 2. Diberikan (G,+) grup dan (M (G) ,+, ◦) near-ring. Didefinisikan operasi
pergandaan skalar �n : M (G)× G → G dengan definisi untuk setiap f ∈ M (G) dan
x ∈ G berlaku �n ( f , x) = f�nx = f (x). Selanjutnya, (G,+) merupakan near-modul
atas near-ring M (G) sebab untuk setiap f , g ∈ M (G) dan x ∈ G berlaku ( f + g)�n x =
( f + g) (x) = f (x) + g (x) dan ( f ◦ g)�n x = ( f ◦ g) (x) = f (g (x)) = f�n(g�nx).

2.3. Near-modul Modifikasi

Definisi 3. [9] Diberikan (M,+) grup dan (N,+, ·) near-ring serta didefinisikan
pergandaan skalar �m : N × M → M. Himpunan M disebut near-modul modifikasi
atas N apabila:

1. Untuk setiap n∈N dan m1, m2∈M berlaku n�m (m1+ m2) = n�mm1+n�mm2.
2. Untuk setiap n1, n2∈N dan m∈M berlaku (n1 n2)�mm = n1�m(n2�mm).

Selanjutnya, near-modul modifikasi dinotasikan dengan (M,+,�m). Near-modul M
pada Contoh 2 bukan merupakan near-modul modifikasi. Sebab,
f�m (x + y) = f (x + y). Oleh karena f adalah suatu fungsi dari G ke G, sehingga
tidak ada jaminan bahwa f (x + y) = f (x) + f (y) . Berikut diberikan contoh
near-modul modifikasi.
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Contoh 3. Diberikan (M,+) grup dan (N,+,·L) near-ring serta didefinisikan operasi
pergandaan skalar �m : N× M→M dengan definisi, untuk setiap n∈N dan m∈M
berlaku �m (n, m) =n�mm = m. Struktur (M,+,�m) merupakan near-modul
modifikasi sebab untuk setiap n1, n2∈N dan m1, m2∈M berlaku
n1�m (m1 + m2) = n1�mm1 + n1�mm2 dan (n1·Ln2)�mm1 = n1�m(n2�mm1).

Berdasarkan Definisi 1, Contoh 3 bukan merupakan near-modul. Sebab untuk setiap
n1, n2∈ N dan m∈M berlaku (n1+n2)�mm = m dan n1�mm + n2�mm = m+m= 2m
sehingga (n1+n2)�mm 6= n1�mm + n2�mm. Dengan demikian, tidak semua
near-modul adalah near-modul modifikasi. Begitu pula sebaliknya.

2.4. Near-modul Kuat

Definisi 4. [9] Diberikan (M,+) grup dan (N,+, ·) near-ring serta didefinisikan
pergandaan skalar � : N × M → M. Himpunan M disebut near-modul kuat atas N
apabila:

1. Untuk setiap n1, n2∈N dan m∈M berlaku (n1 + n2)� m = n1� m +n2� m.
2. Untuk setiap n∈N dan m1, m2∈M berlaku n� (m1 + m2) = n� m1 +n� m2.
3. Untuk setiap n1, n2∈N dan m∈M berlaku (n1 n2)� m = n1�(n2� m).

Contoh 4. Diberikan (M,+) grup dan (N,+, ·) near-ring. Didefinisikan operasi
pergandaan skalar � : N × M → M dengan definisi untuk setiap n ∈ N dan m ∈ M
berlaku � (n, m) = n � m = nm. Selanjutnya, (M,+) merupakan near-modul kuat
atas near-ring N sebab untuk setiap n1, n2 ∈ N dan m1, m2 ∈ M berlaku:

1. (n1+ n2)� m = n1� m +n2� m
2. n1� (m1+ m2) = n1� m1+ n1� m2
3. (n1 · n2)� m1= n1�(n2�m1).

Diketahui bahwa setiap M near-modul kuat, maka M juga merupakan near-modul dan
near-modul modifikasi. Namun, belum tentu berlaku sebaliknya, sebagaimana
ditunjukkan pada Contoh 2 dan Contoh 3.

3. Hasil dan Pembahasan

Pada modul atas ring didefinisikan modul faktor dari suatu submodul atas ring.
Demikian halnya pada near-modul kuat. Diberikan (M,+,�) adalah near-modul kuat
atas near-ring (N,+, ·) dan S ⊆ M sub near-modul kuat, untuk membentuk suatu
near-modul kuat faktor didefinisikan terlebih dahulu suatu ideal pada near-modul kuat.

Definisi 5. Diberikan (M,+,�) near-modul kuat, (N,+, ·) near-ring dan I ⊆ M.
Subgrup normal I atas M disebut ideal di M apabila untuk setiap n ∈ N, i ∈ I, m ∈ M
berlaku n (m + i)− nm ∈ I.

Pada teori ring, salah satu sifat ideal di ring R yaitu jika I ideal di R dan dibentuk koleksi
ideal I = {I|I ideal di R}, maka I juga merupakan ideal di R [10]. Berdasarkan hal ini,
sifat ideal pada ring R dapat digeneralisasi untuk sifat ideal pada near-modul kuat.

Teorema 1. Diberikan near-modul kuat (M,+,�) atas near-ring (N,+, ·) dan I ideal pada
near-modul kuat M. Jika koleksi ideal pada near-modul kuat M dinotasikan dengan
Π = {Iα|Iα ideal di M, α ∈ ∆} dengan ∆ himpunan indeks, maka irisan dari semua koleksi
ideal di M merupakan ideal.
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Bukti. Berdasarkan Definisi 5, karena Iα ideal di M, ∀α ∈ ∆, dengan ∆ himpunan indeks
sehingga Iα merupakan subgrup normal untuk setiap α ∈ ∆, dengan ∆ himpunan indeks.
Berdasarkan [10], diperoleh bahwa

⋂
α∈∆ Iα subgrup normal atas M. Ambil sebarang

n ∈ N, m ∈ M, i ∈ ⋂α∈∆ Iα artinya , i ∈ Iα, ∀α ∈ ∆. Oleh karena Iα, ∀α ∈ ∆ ideal atas
M, maka n (m + i) − nm ∈ Iα, ∀α ∈ ∆. Akibatnya n (m + i) − nm ∈ ⋂

α∈∆ Iα. Dengan
demikian

⋂
α∈∆ Iα ideal atas M.

Seperti halnya pada teori modul dapat mengonstruksi struktur modul faktor dari
idealnya, pada near-modul kuat juga demikian. Diberikan (M,+,�) adalah
near-modul kuat atas near-ring (N,+, ·) dan I ⊆ M ideal. Bentuk himpunan koset
M
I = {vm + I|m ∈ M} yang didefinisikan operasi ⊕ dan � pada M

I yaitu untuk setiap
m1 + I, m2 + I ∈ M

I dan n ∈ N berlaku m1 + I ⊕ m2 + I = (m1 + m2) + I dan
n � m1 + I = (nm1) + I. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa himpunan M

I dengan
operasi ⊕ dan �merupakan near-modul kuat.

Teorema 2. Diberikan near-modul kuat (M1,+1,�1) dan I ideal dari M. Jika M
I = {m+ I|m ∈

M} dan didefinisikan operasi ⊕ dan � pada M
I yaitu untuk setiap m1 + I, m2 + I ∈ M

I dan
n ∈ N berlaku m1 + I ⊕ m2 + I = (m1 + m2) + I dan n � m1 + I = (nm1) + I, maka(M

I ,⊕,�
)

merupakan near-modul kuat.

Bukti. Akan ditunjukkan
(M

I ,⊕,�
)

near-modul kuat. Ditunjukkan terlebih dahulu
bahwa pemetaan � : N × M

I →
M
I terdefinisi dengan baik, dengan definisi untuk setiap

m1 + I ∈ M
I dan n ∈ N berlaku n � m1 + I = (nm1) + I. Ambil sebarang

m1 + I, m2 + I ∈ M
I dan n1, n2 ∈ N dengan m1 + I = m2 + I menurut kesamaan dua

buah koset artinya m1 − m2 ∈ I serta n1 = n2. Perhatikan bahwa
n1 � m1 + I = (n1m1) + I dan n2 � m2 + I = (n2m2) + I diperoleh
n1m1 − n2m2 = n1m1 − n1m2 = n1 (m1 −m2) ∈ I artinya (n1m1) + I = (n2m2) + I
dengan kata lain n1 �m1 + I = n2 �m2 + I atau operasi pergandaan skalar � terdefinisi
dengan baik. Selanjutnya, ditunjukkan

(M
I ,⊕,�

)
merupakan near-modul kuat. Ambil

sebarang m1 + I, m2 + I ∈ M
I dan n1, n2 ∈ N. Perhatikan bahwa,

1. (n1+ n2)� m1 + I = ((n1 + n2)m1) +I = (n1m1 + n2m1) + I = n1m1 + I + n2m1 +
I = n1� m1 +n2� m1.

2. n1� (m1+ m2) = (n1 (m1 + m2)) +I = (n1m1 + n1m2) + I = n1m1 + I + n1m2 + I =
n1� m1+ n1� m2.

3. (n1 · n2)� m1= ((n1n2)m1) +I = (n1 (n2m1)) + I = n1� (n2�m1) .

Dengan M adalah suatu near-modul kuat. Akibatnya
(M

I ,⊕,�
)

merupakan near-modul
kuat.

Seperti halnya konstruksi modul faktor, near-modul kuat
(M

I ,⊕,�
)

pada Teorema 2
disebut juga dengan near-modul kuat faktor. Lebih lanjut, konsep homomorfisma pada
near-modul kuat juga diperkenalkan seperti konsep homomorfisma modul atas ring.

Definisi 6. Diberikan near-modul kuat (M1,+1,�1) dan (M2,+2,�2) atas near-ring
(N,+, ·). Pemetaan ψ : M1 → M2 disebut homomorfisma N−near-modul kuat apabila
untuk setiap a, b ∈ M1 dan x ∈ N berlaku:

1. ψ (a +1 b) = ψ (a) +2 ψ (b)
2. ψ (x �1a) = x�2 ψ(a).
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Berdasarkan Definisi 6 dapat diinterpretasikan bahwa ψ merupakan homomorfisma
N−near-modul kuat apabila hasil peta dari jumlahan dua elemen di M1 sama dengan
jumlah masing-masing petanya dan peta hasil kali skalar suatu elemen di N dengan
elemen di M1 sama dengan hasil kali skalar dengan peta dari elemen di M1 tersebut.
Seperti halnya sifat-sifat yang dimiliki transformasi linear, sifat terkait homomorfisma
N−near modul kuat diberikan.

Sifat 1. Diberikan near-modul kuat (M1,+1,�1) dan (M2,+2,�2) atas near-ring (N,+,·).
Jika ψ : M1→M2 adalah homomorfisma N−near-modul kuat, maka ψ (0M1) = 0M2 .

Bukti. Akan ditunjukkan ψ (0M1) = 0M2 . Karena ψ adalah homomorfisma
N−near-modul kuat, berlaku

ψ (0M1) = ψ (0M1 + 0M1) = ψ (0M1) + ψ (0M1) .

Dengan menambahkan −ψ (0M1) ke kedua ruas, diperoleh bahwa,

ψ (0M1) + (−ψ (0M1)) = ψ (0M1) + ψ (0M1) + (−ψ (0M1))

ψ (0M1)− ψ (0M1) = ψ (0M1) + ψ (0M1)− ψ (0M1)

0M2 = ψ (0M1) .

Dengan demikian, terbukti bahwa ψ (0M1) = 0M2 .

Berdasarkan Sifat 1, apabila ψ : M1→M2 adalah homomorfisma N−near-modul kuat,
maka ψ (0M1) = 0M2 . Selanjutnya dapat didefinisikan himpunan semua elemen m∈M1
yang dipetakan ke 0M2 dan disebut ker (ψ) = {m ∈ M1|ψ (m) = 0M2}. Himpunan
ker (ψ) tak kosong dari Sifat 1, sebab 0M1 ∈ kerψ untuk ψ homomorfisma N−near-
modul.

Teorema 3. Diberikan near-modul kuat (M1,+1,�1) dan (M2,+2,�2) atas near-ring
(N,+, ·). Jika ψ : M1 → M2 adalah homomorfisma N−near-modul kuat, maka ker ψ adalah
ideal dari M1 dan M1

ker ψ ' ψ(M1).

Bukti. Diketahui bahwa ker ψ merupakan subgrup normal atas M1 [10]. Selanjutnya
ditunjukkan ker ψ ideal dari M1. Ambil sebarang n ∈ N, m ∈ M , i ∈ ker ψ artinya
ψ (i) = 0M2 . Perhatikan bahwa,

ψ (n (m + i)− nm) = ψ (nm + ni− nm)

= ψ (nm) + ψ (ni)− ψ (nm)

= nψ (m) + nψ (i)− nψ (m)

= nψ (i)
= 0M2 .

Dengan demikian n (m + i) − nm ∈ ker ψ. Dengan kata lain ker ψ ideal atas M1.
Selanjutnya ditunjukkan bahwa M1

ker ψ ' ψ(M1). Bentuk pemetaan f : M1
ker ψ → ψ(M1)

dengan definisi untuk setiap m + ker ψ = f (m + kerψ ) = ψ (m) .

Akan ditunjukkan bahwa f merupakan suatu isomorfisma near-modul kuat.
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1. Ambil sebarang m + ker ψ, n + ker ψ ∈ M1
ker ψ dengan m + ker ψ = n + ker ψ.

Menurut kesamaan dua buah koset diperoleh bahwa m − n ∈ ker ψ artinya
ψ (m− n) = 0M2 . Karena ψ adalah near-modul kuat homomorfisma maka
ψ (m) − ψ (n) = 0M2 . Hal ini berakibat ψ (m) = ψ (n) atau
f (m + ker ψ) = f (n + ker ψ). Diperoleh bahwa f pemetaan.

2. Selanjutnya ditunjukkan bahwa f merupakan near-modul kuat homomorfisma.
Ambil sebarang m + kerψ , n + kerψ ∈ M1

kerψ dan α∈N maka,

f ((m + ker ψ) + (n + ker ψ)) = f ((m + n) + ker ψ)

= ψ (m + n)
= ψ (m) + ψ (n)
= f (m + ker ψ) + f (n + ker ψ) ,

dan

f (α (m + ker ψ)) = f (αm + ker ψ)

= ψ (αm)

= αψ (m)

= α f (m + ker ψ) ,

sehingga f merupakan homomorfisma N−near-modul kuat.
3. Ditunjukkan f berisfat injektif. Ambil sebarang m + ker ψ ∈ ker f , artinya

f (m + ker ψ) = ψ (m) = 0M2 . Akibatnya m ∈ ker ψ, dengan demikian diperoleh
bahwa ker f = 0M2 + ker ψ , sehingga f injektif.

4. Ditunjukkan f bersifat surjektif. Ambil sebarang x ∈ ψ (M1), berarti terdapat m1 ∈
M1 sedemikian sehingga x = ψ(m1). Artinya ada m1 + ker ψ ∈ M1

ker ψ sedemikian
sehingga f (m1 + ker ψ) = x. Dengan demikian terbukti bahwa f surjektif.

Dari langkah 1-4, diperoleh bahwa f merupakan suatu isomorfisma near-modul kuat.
Dengan kata lain M1

ker ψ'ψ(M1).

4. Kesimpulan

Setiap (M,+,�) near-modul kuat, maka (M,+,�) juga merupakan near-modul dan near-
modul modifikasi. Namun, apabila M merupakan near-modul, maka M belum tentu
near-modul modifikasi maupun near-modul kuat. Lebih lanjut, apabila M merupakan
near-modul modifikasi, maka M belum tentu near-modul maupun near-modul kuat.

Selanjutnya, diberikan (M,+,�) adalah near-modul kuat atas near-ring (N,+,·) dan I ⊆
M ideal. Himpunan koset M

I = {m+ I|m ∈ M} yang didefinisikan dengan operasi⊕ dan
� pada M

I yaitu untuk setiap m1 + I, m2 + I ∈ M
I dan n ∈ N berlaku m1 + I ⊕m2 + I =

(m1 + m2) + I dan n � m1 + I = (nm1) + I merupakan near-modul kuat faktor. Hasil
generalisasi modul faktor ke near-modul kuat faktor yaitu

(M
I ,⊕,�

)
.

Lebih lanjut, diberikan near-modul kuat (M1,+1,�1) dan (M2,+2,�2) atas near-ring
(N,+,·). Didefinisikan pemetaan ψ : M1→M2. Karena ker ψ merupakan ideal atas near-
ring M, maka himpunan

(
M

ker ψ ,⊕,�
)

juga merupakan near-modul kuat faktor. Dengan
demikian, hasil generalisasi dari teorema utama homomorfisma modul dapat diperoleh
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pada near-modul kuat yaitu M1
ker ψ'ψ(M1).
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