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ABSTRAK

Dalam tulisan ini, dieksplorasi beberapa perluasan masalah isoperimetrik pada bangun
ruang, dengan fokus kepada prisma miring dan prisma tegak dengan alas persegi panjang,
segitiga siku-siku, dan segi enam beraturan. Tujuan dalam penelitian ini adalah menemukan
prisma dengan volume terbesar dengan luas permukaan yang dijaga tetap. Melalui
manipulasi aljabar dan trigonometri sederhana, diperoleh bukti bahwa prisma tegak
memberikan volume yang lebih besar daripada prisma miring, jika luas permukaan keduanya
sama. Melalui turunan fungsi dua variable dan metode pengali Lagrange, diperoleh syarat
sisi-sisi agar diperoleh prisma dengan volume terbesar. Diperoleh hasil bahwa kubus adalah
solusi dari masalah isoperimetrik, dengan kata lain memiliki volume terbesar, pada kelompok
prisma dengan alas persegi panjang, sementara solusi isoperimetrik pada prisma dengan alas
segitiga siku-siku, alas prisma haruslah berupa segitiga siku-siku sama kaki. Prisma dengan
alas segi enam beraturan memiliki volume yang lebih besar dari prisma dengan alas persegi
panjang dan segitiga siku-siku, apabila luas permukaan dari ketiganya sama.
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ABSTRACT

In this paper, several extensions of the isoperimetric problem in solid figures are explored, focusing on
oblique and right prisms with rectangular, right-angled triangular, and regular hexagonal bases. The
objective of this research is to find the prism with the largest volume while keeping the surface area
constant. Through manipulations of algebra and simple trigonometry, evidence is obtained that a right
prism provides a larger volume than an oblique prism if their surface areas are equal. By utilizing partial
derivatives of a two-variable function and the Lagrange multiplier method, conditions for the side lengths
are derived to obtain the prism with the maximum volume. The results show that a cube is the solution
to the isoperimetric problem, meaning it has the largest volume among prisms with rectangular bases,
while for the isoperimetric solution on prisms with right-angled triangular bases, the base of the prism
must be an isosceles right-angled triangle. A regular hexagonal prism has a larger volume than prisms
with rectangular and right-angled triangular bases if their surface areas are the same.
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1. Pendahuluan

Kata isoperimetrik terdiri dari dua kata, yaitu iso yang berarti sama, dan perimetrik yang
berarti keliling [1]. Dari sini dapat dipahami bahwa isoperimetrik dibahas pada bangun
datar dua dimensi. Masalah isoperimetrik dalam bidang dua dimensi adalah pertanyaan:
Dengan keliling tertentu, bentuk bangun datar apa yang menghasilkan luas terbesar [2].

Solusi dari masalah isoperimetrik dinyatakan dalam bentuk Teorema Isoperimetrik,
yang menyatakan bahwa dengan keliling yang sama, lingkaran menghasilkan luas yang
lebih besar daripada bentuk datar lainnya. Secara kasuistik, teorema isoperimetrik
dapat ditulis sebagai berikut: di antara semua segitiga dengan keliling dan panjang
salah satu sisinya telah ditentukan, segitiga sama kaki memiliki luas terbesar; di antara
semua segitiga dengan keliling tertentu, segitiga sama sisi memiliki luas terbesar; di
antara semua segi-n dengan keliling tertentu, segi-n beraturan memiliki luas terbesar
[1,3].

Masalah isoperimetrik diketahui telah dibahas dalam kurun waktu yang lama. Secara
kronologis, salah satu penerapan tertua dari Teorema Isoperimetrik adalah solusi dari
masalah Ratu Dido. Ratu Dido yang jika dikaitkan dengan sejarah pendirian Kota
Kerajaan Katago hidup sekitar 800 SM. Referensi tertua mengenai Dido disematkan
kepada Timaeus (300 SM) [4], namun detail dari perjalanan Dido dan pendirian Kartago
dapat ditemukan dalam puisi epik romantis karya Virgil, Aeneid (30-19 SM). Dido
digambarkan sebagai putri seorang raja Tirus (sekarang Lebanon) yang melarikan diri
ke pantai utara Afrika (sekarang Libya). Singkat cerita, Dido dihadapkan pada
tantangan untuk melingkupi seluas mungkin wilayah di pinggir pantai dengan
menggunakan tali yang terbuat dari kulit sapi. Dido kemudian berhasil memberikan
solusi yang tepat dari masalahnya, yakni setengah lingkaran [5]. Teorema Isoperimetrik
menjamin bahwa lingkaran adalah bentuk dengan luas maksimum, sementara masalah
Dido dibatasi oleh pantai sebagai batas berbentuk sebuah garis lurus, batas lainnya
adalah kurva berbentuk setengah lingkaran agar diperoleh luas terbesar [3].

Selanjutnya, Zenodorus (200-140 SM) menulis sebuah buku yang disebut “Bangun
Isoperimetrik”. Meskipun saat ini tidak ada salinan buku tersebut yang tersisa, Pappus
dari Alexandria (290-350 M) menyematkan tulisannya mengenai masalah isoperimetrik
kepada ide-ide dari Zenodorus [6, 7]. Pappus memberikan bukti bahwa dengan keliling
yang sama, lingkaran memiliki luas yang lebih besar daripada semua segi-n beraturan,
dengan cara yang mudah diikuti seperti ditunjukkan pada Gambar 1.

Gambar 1. Luas segi-n beraturan sebagai luas dari sebuh segitiga
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Jika t merupakan tinggi suatu segitiga, K merupakan keliling segi-n, dan n merupakan

jumlah sisi atau titik sudut, maka t = ﬁ Akibatnya, semakin banyak jumlah sisi
atau titik sudut dari suatu segi-n beraturann, maka dengan keliling yang sama (alas
segitiga), maka akan diperoleh luas yang semakin besar. Dengan kata lain, dengan
keliling yang sama, lingkaran memiliki luas yang lebih besar dari semua segi-n
beraturan. Solusi dari masalah isoperimetrik pada bangun datar dituliskan dalam
ketaksamaan K? > 47 A, dimana K adalah keliling bangun datar dan A adalah luasnya

[8]. Ketaksamaan hanya berlaku untuk lingkaran [9].

Kemajuan lebih lanjut dalam penyelesaian masalah isoperimetrik ditunjukkan oleh
Jacob Steiner pada tahun 1838. Steiner menyajikan pembuktian penyelesaian masalah
isoperimetrik pada bentuk-bentuk tak beraturan yang tidak dibahas dalam bukti
Pappus. Metode sintetik yang dikembangkan oleh Steiner pada alasnya bersifat
geometris (bukan aljabar atau analitis) [1]. Dengan kata lain, dia memberikan argumen
beralaskan sifat geometris dari bentuk-bentuk tanpa menggunakan teorema-teorema
aljabar dan kalkulus, maupun metode geometri analitis. Selanjutnya, matematikawan
Jerman Karl Weierstrass mengembangkan bukti yang ketat melalui Teori Kalkulus
Beberapa Variabel pada tahun 1870 [10].

Pada bangun ruang, Kazarinoff dalam bukunya memberikan sebuah ilustrasi masalah
isoperimetrik untuk bangun ruang dengan rusuk 12, bangun heksahedron dengan
rusuk-rusuk yang tidak beraturan. Masalah isoperimetrik yang dicontohkan oleh
Kazarinoff adalah dengan volume yang dijaga tetap, konfigurasi sisi-sisi heksahedron
apa yang memiliki luas permukaan terkecil [1]. Ilustrasi dari Kazarinoff membuktikan
bahwa kubus adalah solusi dari masalah isoperimetrik tersebut.

Masalah isoperimetrik yang dicontohkan oleh Kazarinoff tersebut adalah alternatif dari
masalah isoperimetrik yang akan dibahas pada tulisan ini. Perluasan masalah
isoperimetrik pada penelitian ini adalah pertanyaan dengan luas permukaan yang
diberikan, bentuk bangun ruang apa yang memiliki volume terbesar. Artikel ini
membahas pembuktian masalah isoperimetrik pada prisma tegak dan prisma miring
dengan alas berbentuk persegi panjang, segitiga siku-siku, dan segi enam dengan cara
penerapan ketaksamaan aljabar dan trigonometri yang paling elementer. Selain itu,
solusi untuk masalah isoperimetrik juga ditinjau untuk prisma dengan alas berbentuk
persegi panjang, segitiga siku-siku, dan segi enam melalui turunan fungsi dua peubah
dan metode pengali Lagrange. Pembahasan pada tulisan ini dapat diikuti oleh siapa
saja yang telah mempelajari topik identitas trigonometri, dan nilai maksimum
minimum pada kalkulus.

2. Metode
2.1. Konsep Dasar

Artikel ini membahas solusi dari Masalah Isoperimetrik pada bangun ruang, dalam
bentuk prisma dengan alas berbentuk persegi panjang, segitiga siku-siku, dan segi
enam beraturan. Di mana luas permukaan adalah fungsi kendala, dan volume adalah
fungsi tujuan.

Sebuah prisma terbentuk oleh dua segi-n kongruen yang terletak pada bidang sejajar
sedemikian rupa sehingga sisi-sisi yang bersesuaian dari kedua segi-n tersebut adalah
sejajar, sementara titik sudut yang bersesuaian dari kedua segi-n tersebut dihubungkan
oleh garis lurus. Dua segi-n kongruen yang terletak pada bidang sejajar tersebut
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merupakan alas dan tutup dari prisma. Permukaan yang terbentuk oleh dua sisi segi-n
yang bersesuaian dan dua garis lurus yang menghubungkan dua titik sudut yang
bersesuaian dari kedua segi-n tersebut adalah muka lateral dari sebuah prisma. Nama
sebuah prisma dilihat dari bentuk alasnya [11].

Sebagai permulaan diperlukan penentuan tipe kemiringan yang digunakan untuk
membedakan antara prisma tegak dengan prisma miring. Mempertimbangkan sudut
antara sisi tegak dan alas, prisma dapat dibagi menjadi prisma tegak dan prisma
miring. Prisma tegak adalah prisma di mana semua sisi lateral tegak lurus terhadap
alas, sedangkan dalam prisma miring terdapat sisi lateral yang tidak tegak lurus
terhadap alas, membentuk sebuah jajargenjang pada beberapa muka lateral. Gambar 2
menunjukkan ilustrasi dari prisma tegak dan prisma miring dengan alas berbentuk
persegi panjang.

P P
Gambar 2. Prisma tegak dan miring dengan alas persegi panjang

Gambar 2 bagian kiri adalah prisma tegak dengan alas berbentuk persegi panjang
dengan dimensi p x | x t. Sementara itu, Gambar 2 bagian kanan adalah prisma miring
dengan alas berbentuk persegi panjang, di mana sisi-sisi tegak dan sisi alas membentuk
sudut yang sama dengan « dan p, sedangkan ukuran sisi alas dan sisi tegaknya adalah
pxIxh.

Perbandingan volume antara prisma tegak dan prisma miring dengan alas segitiga
siku-siku, diperoleh dari prisma dengan alas berbentuk persegi panjang yang dipotong
menjadi dua bagian yang sama oleh bidang diagonal yang memotong garis diagonal
pada alas dan tutupnya. Prisma segitiga hasil perpotongan dari prisma persegi panjang
dapat diamati pada Gambar 3.

A /]

p

Gambar 3. Prisma miring segitiga sebagai setengah dari prisma miring persegi
panjang
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Luas permukaan prisma yang dijaga tetap pada penelitian ini dilambangkan dengan A.
Untuk prisma tegak maupun prisma miring luas permukaan merupakan jumlah dari
seluruh luas muka prisma [12]. Pada prisma tegak luas sisi lateral dapat diperoleh
dengan mengalikan keliling alas dengan tinggi prisma. Sementara pada prisma miring,
ditemukan bentuk muka berupa jajargenjang dengan luas dapat diperoleh dari
perkalian sisi alas dengan tinggi jajargenjang, atau dari perkalian antara dua sisi
berdekatan dengan sinus sudut yang diapitnya [13].

Prinsip Cavalieri digunakan dalam menentukan volume prisma tegak dan prisma
miring dalam penelitian ini [12]. Tinjauan nilai maksimum fungsi volume sebagai
fungsi tujuan pada penelitian ini dilakukan dengan mengaplikasikan turunan fungsi
dua variabel [14] dan metode pengali Lagrange [15]. Pada penelitian ini, digunakan
istilah determinan Hessian untuk nilai v,, (a,b) vy (a,b) — Vpe (a,b) vyp (a,b) dari
turunan kedua fungsi volume [16]. Sementara pada metode pengali Lagrange, titik
stasioner, p, ¢, dan t pada sisi-sisi prisma, ditinjau pada VV (p,¢,t) = AVL(p,/,t) dan
L(p,¢,t) =0,dimana V (p,¢,t) adalah fungsi volume, dan L (p, {, t) adalah fungsi luas
permukaan [15].

2.2. Asumsi Penelitian

Beberapa asumsi yang menjadi panduan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Untuk prisma dengan alas berbentuk persegi panjang, segitiga siku-siku, dan segi
enam beraturan, dengan luas permukaan yang sama, prisma tegak memiliki
volume yang lebih besar daripada prisma miring;

2. Dengan luas permukaan yang sama, kubus memiliki volume terbesar dari keluarga
prisma tegak dengan alas persegi panjang;

3. Dengan luas permukaan yang sama, volume prisma dengan alas segitiga
siku-siku yang sama kaki akan lebih besar daripada volume prisma dengan alas
segitiga siku-siku yang tidak sama kaki.

4. Dengan luas permukaan yang sama, Prisma segi enam memiliki volume yang lebih
besar dari kubus dan prisma dengan alas segitiga siku-siku yang sama kaki.

2.3. Langkah-langkah Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah pembuktian teorema-teorema
isoperimetrik menggunakan aljabar, trigonometri, dan kalkulus. Prisma tegak dan
prisma miring dengan alas persegi panjang dipilih dalam peninjauan pertama pada
masalah isoperimetrik. Masalah isoperimetrik dapat ditinjau melalui langkah-langkah
berikut:

1. Dari persamaan luas permukaan prisma miring dan prisma tegak, diperoleh
persamaan untuk / dalam p, ¢, dan t.

2. Berdasarkan prinsip Cavalieri dapat ditentukan persamaan volume prisma miring.

3. Melalui persamaan pada identitas trigonometri ditunjukkan bahwa volume prisma
miring kurang dari prisma tegak. Metode lain adalah dengan menunjukkan bahwa
faktor pengali yang muncul pada persamaan volume prisma miring adalah kurang
dari satu, atau dengan kata lain pembilang dari faktor pengali tersebut kurang dari
penyebutnya.

4. Pengujian fungsi volume pada prisma tegak melalui turunan fungsi dua variabel
dan determinan Hessian untuk menemukan konfigurasi sisi-sisi prisma yang
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menghasilkan volume maksimum. Sebelumnya, fungsi volume dua variabel
didapat dengan mensubstitusi ¢t dalam p,¢ dari persamaan luas permukaan A
yang telah ditentukan sebelumnya.

5. Prisma miring dengan alas segitiga siku-siku diperoleh dengan membagi prisma
miring alas persegi panjang pada diagonal alasnya, seperti yang telah diperlihatkan
pada Gambar 3. Tinggi jajargenjang yang berada di atas sisi miring segitiga, b,
diperoleh dengan perbandingan luas segitiga kongruen yang diilustrasikan pada
Gambar 5 dan Gambar 6.

6. Penentuan b dimanfaatkan dalam menentukan luas permukaan prisma segitiga.
Langkah berikutnya mengulangi langkah 1) sampai 4) untuk kasus prisma dengan
alas segitiga siku-siku.

7. Pada prisma miring dengan alas segi enam, ditemui tiga jenis muka bidang lateral.
Luas permukaan dari ketiganya memanfaatkan persamaan b yang telah ditinjau
pada prisma miring segitiga. Ilustrasi dari tiga jenis permukaan ini dapat diamati
pada Gambar 7. Selanjutnya penerapan langkah 1) sampai 4) untuk kasus prisma
dengan alas segi enam.

3. Hasil dan Pembahasan

Seperti yang telah disampaikan sebelumnya, tinjauan perluasan masalah isoperimetrik
pada bangun ruang dalam artikel ini, disajikan melalui pembuktian lima teorema
isoperimetrik pada prisma dengan beberapa alas. Kelima teorema ini dapat digunakan
untuk meninjau permasalahan isoperimetrik pada bangun ruang yang lain.

Teorema 1. Diberikan prisma tegak dan prisma miring dengan alas berbentuk persegi panjang
sama besar. Jika luas permukaan kedua prisma tersebut sama, maka volume prisma tegak akan
lebih besar daripada volume prisma miring.

Bukti. Perhatikan Gambar 4. Misalkan luas permukaan kedua prisma tersebut adalah
A. p dan / adalah sisi-sisi alas persegi panjang, tinggi dan sisi lateral prisma tegak
adalah ¢, tinggi prisma miring d, dan / adalah sisi lateral prisma miring. « adalah sudut
yang dibentuk oleh sisi i dan p.  adalah sudut yang dibentuk oleh sisi  dan ¢. Akan
ditunjukkan bahwa volume prisma miring lebih kecil daripada volume prisma tegak,
pld < plt.

p R Q ¢

Gambar 4. Prisma miring dengan alas persegi panjang, dengan kriteria

kemiringan pada kedua arah sisi alas

Dalam masalah isoperimetrik, luas permukaan kedua prisma dianggap sama, sehingga
kita memiliki persamaan
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2(pl+thsin +phsina ) =2 (pl + (t+ pt). (1)

Akibatnya, diperoleh
_ tpt0)
~ psina +/{sinB’

(2)

Persyaratan untuk sebuah prisma miring adalah p, [, t, h > 0, sedangkan a dan p harus
memenuhi

cos(a+ B) cos(a — B) < O0. (3)

Melalui Teorema Pythagoras, diperoleh

d=WO=1/SW2—502=h,/1— (cos? & +cos? ). @)

Karena /1 > 0, dan d > 0, maka haruslah 1 — (cos?x + cos?$ ) > 0. Akibatnya,

cos’ +cos’ B <1

1 1 1 1
Ecoser +§+§C052ﬁ +§<1

cos (o + ) cos (a — B) <O0.

Oleh karenanya dapat ditentukan a dan f yang memenuhi, yakni untuk sebarang 0 <
w,p < §,dengan T < & + B < 71, maka nilai —1 < cos(a + ) < 0. Sedangkan untuk
—Z <a—pB < %, nilai 0 < cos(a — B) < 1. Dari keduanya, cos(a + ) cos(a — B) +1 <
1. Dengan demikian

cos® & 4+ cos? B <1l (5)

Akibatnya diperoleh volume prisma miring

V:pfd:pfh\/l—coszuc —cos? B
:pét( (p+0) )\/1—coszzx—coszﬁ.

psina +{sin p
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Melalui aturan distributif, diperoleh

V = plt . (p+) .
p sin & + lsin B
\/1—cos2 « —cos? \/1—cos2 B —cos? a
14
p sin « + lsin B
\/sin? & —cos? B V/sin 2 B —cos? a
14
cos? B + cos? o
\/1_ sin? & \/17 sin? B
Karena cos? a+ cos? B < 1, maka @ < 1dan 958 <1, Dengan demikian diperoleh
sin” & sin® B
4 14
por| — D | ((’HZ) (6)
+ 4 R
cos? B _cos? o V1 V1
\/ -5 \/ g

Jadi, dapat disimpulkan bahwa

plt (psin(ocp j: Zin 5 ) \/1 —cos?w —cos? B < plt. 7)

Dengan demikian, terbukti bahwa dengan alas persegi panjang yang sama dan luas
permukaan yang sama, volume prisma miring akan kurang dari volume prisma
tegak. O

Telah diketahui bahwa prisma tegak akan memberikan volume yang lebih besar
daripada prisma miring, jika luas permukaan keduanya sama dan bentuk alas
keduanya sama-sama persegi panjang. Prisma tegak persegi panjang biasa disebut juga
sebagai balok. Selanjutnya akan dikaji ukuran sisi-sisi balok agar diperoleh volume
maksimum yang dinyatakan dengan Teorema 2.

Teorema 2. Diberikan prisma tegak dengan alas persegi panjang, dengan suatu luas permukaan
tertentu. Volume prisma akan mencapai maksimum jika panjang, lebar, dan tingginya adalah
sama.

Bukti. Diberikan prisma dengan alas persegi panjang dengan sisi panjang p, lebar ¢,
dan tinggi ¢, di mana p, ¢,t merupakan anggota bilangan real positif. Melalui definisi,
diperoleh persamaan volume V = p/t, dan luas permukaan A = 2(pl + pt + (t).

Selanjutnya akan dilakukan penyederhanaan pada persamaan volume, di mana
sebelumnya mengandung tiga peubah melalui substitusi disederhanakan menjadi dua
peubah. Berdasarkan persamaan pada luas permukaan, diperoleh persamaan panjang

§-pt
rusuk tegak t = 0Tl

. Melalui substitusi, diperoleh rumus volume
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A_pt\  4pt—pre
vzpe<2p+’2>:2p - (8)

Melaui turunan fungsi dua peubah akan ditinjau nilai p, ¢, dan t yang akan memberikan
volume maksimum pada balok dengan luas permukaan A tersebut.

Turunan terhadap p,v, = 0, menghasilkan

(2¢-2p0%) (p+0) — (4pt—p*1*) 1

2 =0,
(p+0)
sehingga diperoleh
a4 _ P2
_2
(= T ©)
Turunan terhadap /¢, v, = 0,menghasilkan
(5p=20*0) (p+0) = (5pL=p*) 1 _
(p+0)°
sehingga diperoleh
42
p="5 (10
Substitusikan persamaan (9) pada persamaan (10) diperoleh
AN?  4A?
2 AN _ a4
<p + 5 ) T (11)

Dengan demikian, solusi real positif yang memenuhi adalah p = ¢ = %.

Penentuan jenis titik stasioner untuk persamaan dua peubah dilakukan dengan
menggunakan nilai diskriminan D yang merupakan determinan Hessian sebagai
berikut:

| opp(a,b) vue(a,b)
D=| e e | 12

Jika D > 0 dan vy, (a,b) > 0, maka v (a,b) adalah nilai minimum. Jika D > 0 dan

vpp (a,b) < 0, maka v (a,b) adalah nilai maksimum. Jika D < 0, maka (a, b) adalah titik
pelana. Berikut ini adalah daftar turunan kedua fungsi V terhadap p dan ¢:
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202 (24 4

(p+¢)°
o pl (—2p* — 6pl — 20> + A)
" (p+0°
25 (7 1 4)
V= 5
(r+4)
pl (—2p* —6pl — 202 + A)
Vpy = .
v (p+0°

Untuk p = \/% dan / = %, diperoleh nilai

D= —
4 2

N

Upp(a,b)  vpe(a,b) ‘: —\/% ~1
vp(a,b)  vg(a,b) _l\/% B

Karena A > 0, akibatnya % > 0, dapat disimpulkan bahwa D > 0. Karena D > 0 dan

Upp <\/§, ﬂ) < 0, dapat disimpulkan bahwa <\/§, \/§> adalah titik maksimum

lokal. Akibatnya dapat ditentukan nilai ¢, yakni

\bS w%’

_A_ 4 _34_4
G 8

:é_ﬂzé_\/%\/%zg_%:%_% 24 \/—
pte V%W@ 5 :

Dari sini diperoleh bahwa p = ¢ =t = \/% . Dapat disimpulkan bahwa agar diperoleh

[S\PS
N
[S\bS
%

volume maksimum, prisma dengan alas persegi panjang haruslah berupa kubus.

O

Permasalahan volume prisma miring dan tegak dengan alas segitiga, dimana luas
permukaan keduanya adalah sama, dinyatakan dalam Teorema 3.

Teorema 3. Diberikan prisma tegak dan prisma miring dengan alas berbentuk segitiga siku-siku
sama besar. Jika luas permukaan kedua prisma tersebut sama, maka volume prisma tegak akan
lebih besar daripada volume prisma miring.

Bukti. Untuk melakukan pembuktian bahwa prisma miring segitiga akan lebih kecil
dari prisma tegak segitiga, terlebih dahulu perlu ditentukan tinggi bidang yang dibatasi
sisi miring segitiga di alas dan tutup serta dua sisi lateralnya. Misalkan tinggi yang
dimaksud adalah b. Namun, untuk menentukan b harus ditentukan dulu proyeksi garis
b pada bidang alas, misalkan a. Lebih jelas, perhatikan Gambar 5 sebagai ilustrasi dari
proyeksi bidang tutup pada bidang alas.
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Z' p Y
4 fcos
V /hcosa u
Yh cosa
hcosa\/;? + 42 ) y
p
Wl Xl
hy/cos? a + cosZ g M cosp
B
§ hcosa T
a

Gambar 5. Proyeksi bidang tutup pada bidang alas prisma miring segitiga

Dengan formula luas segitiga diperoleh

202
1<hcoszx Vpr+e >a:;<hcosﬁ +€hc;>so¢>

hcosua,

2 p

dan selanjutnya diperoleh

a:h(pcosﬁ +€coso¢). (13)

NGET

Selanjutnya, dapat ditentukan nilai b sebagai tinggi dari bidang lateral pada sisi miring
segitiga menggunakan Teorema Pythagoras antara tinggi prisma d dengan proyeksi garis
b terhadap bidang alas yakni 4,

b2 :d2+ﬂ2
h? (p cos B +€coszx)2

2_ 2 2 2
b> =h* (1 — cos® w — cos” ) + 2y

didapat,

VPR + 2 +£2\/P2+€2 (p cos a — £ cos B)°. (14)

Tinjau kesamaan luas permukaan prisma tegak segitiga dan prisma miring segitiga pada
kasus isoperimetrik, yaitu

1 1
- [p2 2 =22 i i [p2 1 p2
2.2.p€+<p—|—€—|— p —|—£>t_2.2.p£—|—phsmoc—i—£hsm,3+ p? + (> .b.
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diperoleh,
<p+€+ \/p2+£2) t

h = .
psina+ £sin g+ \/p2+£2—(pcoszx—€cosﬁ)2

(15)

Substitusi persamaan h ke dalam persamaan volume prisma miring segitiga, diperoleh

1 (p+€—|—\/p2+€2> (Jl—cosza—coszﬁ)
Uzipﬁpsintx—l—ﬁsinﬁ—i-\/P2—|—€2—p2coszzx—EzcosZ,B—i—ZpEcoszxcosﬁ
<1 ' <p+€+\/p2+€2> <\/1—cos2zx—cosz/3)

2" psina+sin B+ /p?+ 2 — pPcos? a — (2cos? B

pAL+/p?+ 2

4 ¢ pr 2
2 + 2 + cos? B + _cos?
1 s B 1— cos « 1_72 1-< 5
V' s « sin2 B sin® a sin® B

1
= Epﬁt

14

Karena untuk sebarang 0 < «,f < 7, dengan 7 < a+ B < 7, maka nilai
—1 < cos(x+pB) < 0. Sementara, untuk —5 < « —f < 7, nilai 0 < cos(a — ) < 1.
Akibatnya —1 < cos(a + B) cos(a — B) < 0, sehingga cos(a + B) cos(a — B) +1 < 1.
Melalui penjabaran rumus jumlah dan selisih sudut pada cosinus diperoleh
cos?a + cos?f < 1. Karena cos’a+ cos’f < 1 dan rumus identitas trigonometri,

diperoleh Z’rif < 1ldan Cosg < 1. Dengan demikian

prleVpL e pHL+ VPP
p 14 2 2 <*p€t W
\/1—M - \/17M +\/1_C052ﬁ T 1-wZa \['1' \[+ +

sin2 B sin2 o sin® B
:1p£p+é+\/p + (2
20 pHlt P2+ L2

1
= Epét.

1
Epét

Dapat disimpulkan bahwa 3 p/d < Jp/t. Dengan kata lain volume prisma miring segitiga
dengan 0 < &, B < 7, akan kurang dari volume prisma tegak segitiga.

Selanjutnya dapat dilakukan pembuktian yang sama untuk kasus perpotongan pada
bidang diagnal lainnya. Perhatikan Gambar 6 sebagai ilustrasi dari proyeksi bidang
tutup pada bidang alas.
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h cos

Gambar 6. Proyeksi bidang tutup pada bidang alas prisma miring segitiga
untuk perpotongan pada diagonal lainnya

Dengan perbandingan luas segitiga kongruen diperoleh nilai a sebagai berikut:

2 2 14
h(pcosp—{cosu)

NaET

Selanjutnya, dapat ditentukan nilai b sebagai tinggi dari bidang lateral pada sisi miring
segitiga menggunakan Teorema Pythagoras antara tinggi prisma d dengan proyeksi garis
b terhadap bidang alas yakni a,

22
1 (hcosﬁW) aZl(phcosﬁ —hcosoc)hcosﬁa
(16)

a =

b = d* + a?p?
h? (p cos B — £ cos Dc)z
p2+£2

= h? (1 — cos® & — cos® B) +

sehingga diperoleh,

b:L\/pz—i—ﬁz—(pcosa—i-ﬁcosﬁ)z. (17)

VR

Tinjau kesamaan luas permukaan prisma tegak segitiga dan prisma miring segitiga pada
kasus isoperimetrik, yaitu

1 1
2 /2 L2\t —n 2+ : : 2. ;2
2-2-p£+<p+£+ p +€>t—2.2.p€—|—phsmtx+£hsmﬁ+\/m.b
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diperoleh,

(p+e+Vp+0)t

h—
psin(x-l-ﬁsinﬁ-l-\/pz-i—ﬁz—(pcosoa-i-ﬁcosﬁ)z

(18)

Substitusi persamaan h ke dalam persamaan volume prisma miring segitiga
menghasilkan

1
v = Epﬁd

= %pﬁh\/l—cosza—cosz[ﬂ
(p+e+VP+0)t
psinoc+€sin5+\/p2+€2—(pcosa+€cosﬁ)2
<p+€+ \/p2+£2> <\/1—coszzx—cosz,8)
psina+£sin,8+\/pz—l—fz—pzcoszuc—fzcoszﬁ —2p£cosrxcosﬁ‘

1
=_pl 1 — cos? & — cos? B

1

Selanjutnya, untuk menunjukkan bahwa

<p+€+ \/p2+€2> <\/1—cos2(x—coszﬁ>
psinzx+€sin,8+\/p2+€2—pzC052a—Ezcosle—Zpécosacosﬁ

1 1
Epét < Epét,

cukup diperlihatkan bahwa

(}H—E—%—W) <\/1—C052¢x—c052/3>

< psina + fsinf + \/pz + 02 — p?cos?a — (?2cos? B — 2plcosucosp.

Tinjau (p +L4+ /P2 + €2> /1 —cos? a — cos? B. Melalui sifat distribusi, diperoleh

p\/l —cos?a — cos?f + E\/l — cos?a — cos?f + \/(;92 + £2) (1 — cos?a — cos?p)

:p\/l—coszzx — cos?B +€\/1—cos2zx —cos?B +

\/pz + 02 — p2cos?a — (2cos?a — p?cos?f — (*cos?f .
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Selanjutnya, melalui rumus identitas trigonometri diperoleh

= p\/sinzuc —cos?B + f\/sinzﬁ — cos?a +
\/pZ + 02 — p?cos?a — (?cos’a — p?cos?p — (2cos?f

< pVsina + é\/sinzﬁ + \/p2 + (2 — p2cos?a — (2cos?a — p2cos?f — (2cos?f

=pVsina + E\/sinzﬁ + \/p2 + 02 — p2cos?a — (2cos?f — (Lcos?a + pcos?B ).
Karena untuk p, £ > 0dan 0 < «, 8 < 7, (fcosx — pcosp )*> > 0, maka

% cos® a + p? cos® B > 2pl cos acos B. (19)
Akibatnya,

pVsin? a+/¢ \/sin2 B+ \/pz + 02 — p2cos?a — (2cos?f — ((2cos?u + p*cos?f)

<psin(x+€sinﬁ+\/p2+£2—pzcos%c—fzcosz,B—Zpécoszxcosﬁ.

Dengan demikian terbukti bahwa

(p—i—£—|—\/p2+£2)\/1—c0520c—c052[3

<psin(x+£sinﬁ+\/p2+€2—p2cos2oc—€2coszﬁ—2p£coszxcosﬁ.

sehingga dapat disimpulkan bahwa

1 <p+£+\/p2+€2>\/1—coszuc—coszﬁ

t
2P psina +€sin B + /p>+ €2 — p2cos? a — (2 cos? B —2pl cos a cos B

1

Dengan kata lain, terbukti bahwa volume prisma miring segitiga di hadapan sudut 77 — &,
dan B, dengan 0 < &, B < 7, akan kurang dari volume prisma tegak segitiga.

O]

Telah diketahui bahwa prisma segitiga tegak akan memberikan volume yang lebih besar
daripada prisma segitiga miring, jika luas permukaan keduanya sama dan bentuk alas
keduanya sama. Selanjutnya, dikaji ukuran sisi-sisi prisma tegak segitiga agar diperoleh
volume maksimum yang dinyatakan dengan Teorema 4.

Teorema 4. Diberikan prisma tegak dengan alas segitiga siku-siku, dengan suatu luas permukaan
tertentu. Volume prisma akan mencapai maksimum jika panjang, lebar alasnya adalah sama.

Bukti. Ambil sebarang prisma tegak segitiga dengan alas berupa segitiga siku-siku
dengan ukuran sisi yang saling tegak adalah p, ¢, sementara jarak antara kedua bidang
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segitiganya adalah t, selanjutnya kita sebut t sebagai ketebalan prisma. Misalkan ruas
permukaan prisma segitiga tegak adalah A, dan A dapat dapat dituliskan sebagai
persamaan,

1

_ 2 2 —
22p€+<p+€+\ﬂ7+€>t—A.
;M+<p+€+\ﬂﬂ+ﬁ>t—A:0. (20)

Selanjutnya, dapat ditentukan fungsi volume prisma tersebut dalam variabel p dan ¢
yaitu

Akibatnya, diperoleh

1
V= ptt 1)

Dari fungsi volume tersebut, akan dicari nilai p, ¢, dan t yang membuat volume
maksimum. Karena pada persoalan ini kita dapat menempatkan

Loy = pl+ <p+€—|— \/p2—|—€2>t — A sebagai suatu fungsi kendala, dan

Vipe 1y = 1plt sebagai fungsi tujuan, maka kita dapat menggunakan metode pengali
Lagrange wuntuk meninjau titik stasioner, p,¢/, dan t yang memenuhi
VV(p, £, t)=AVL(p, ¢, t)dan L (p, ¢, t) = 0.

VV(p,g,t) = /\VL(p,é,t) <~ Up = /\lp

22
;Kt:)\<€—|—t+pt> <:>i:1+1+¢ (22)

/pz + 2 2A t / Y /pz 102

o= My = g A patr ) e Loty 8 (23)
¢ ¢ 5P p P+ 20"t p

1 1 1 1 2442
vtzAlt(:>2p£:)\<p—|—€+\/;72+52)<:>2A:-l—-l-\/pT. (24)

‘t p pl

Dari persamaan (22) dan persamaan (23), diperoleh

110 11,y
t p p/p2+£2_t [N
1 14 1 p
|1+ —= | =5 1+ —— 25
17< v92+w@> ¢ ( p2+£2> )
{—p=0
l =p.
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Dari persamaan (22) dan persamaan (24), diperoleh

p _ 1
NS
1_1

t p

1, VPP

p pt

PAE
YN

+

| =
|-
_l’_

_|_

Substitusi £ = p, menghasilkan

sehingga diperoleh

t:p<2—\f2). (26)

Karena L(M/ n=0 maka

p€+(p+£+\/p2+€2)t—A:0. (27)

Substitusi persamaan (25) dan (26) ke persamaan (27), diperoleh

pp+<p+P+\/m>P(2_\[2)_A:0

p2+<2p+ 2p2>p(2—ﬁ)—A:o
P2+p<2—|—\/§>p 2—\/5)—1420 (28)

P?4+pP(4—2)—A=0

3p*—A=0
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Karena p > 0, maka haruslah p = \/Z, akibatnya ¢ = \/g dan t = \/g (2 — ﬂ)
Dengan demikian diperoleh

V:£¢§0—¢®. (29)

Metode Lagrange tidak mengkaji jenis dari titik stasioner yang didapat. Percobaan
berikut ini akan melengkapi hasil yang didapat pada pembuktian di atas.

Misalkan ¢ = mp, dengan m adalah faktor pengali. Untuk p = \/g akan ditunjukkan
dengan turunan bahwa volume maksimum akan dicapai pada saat m = 1.

Karena { = mp dan A = 3p* maka diperoleh persamaan luas permukaan sebagai berikut,

pmp + (p+mp+\/p2+m2p2)t:3p2
mp2+p(1+m+\/1+m2>t:3p2.

Dengan demikian diperoleh persamaan t dalam p dan m, yaitu

‘= 3p2 _ mPZ
p(r+m+V1+m0
__ pB-—m)
1+m+v1+m?
_pB=—m)(1+m—V1+m?)
- 2m '

sehingga diperoleh persamaan volume

1
1 pBem (1w VITR)
— PP 2m
:ip3(3—m) <1+m—\/1+m2).

Tinjau turunan pertama V terhadap m, yakni

L (1 (i) - (1))

dm ~— 4 V1+m2
1, < 2m—1>
— S m—1) (-2 ).
i ) V14 m?

Selanjutnya untuk menemukan titik stasioner, gTVn = 0. Akibatnya, diperoleh m = 1.
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Perhatikan bentuk

2m—1  —2V14+m?>+2m—1
V14 m? V14 m? .

Karena v1+m? > 0, dan —2v1+m?2 +2m —1 < —2vVm? +2m —1 < —1, akibatnya
—2 + 2L ({efinit negatif, maka untuk 0 < m < 1, v -, sedangkan untuk m > 1,
V1402 dni

% < 0. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa m = 1 adalah titik maksimum.

24 (30)

O]

Selanjutnya, ditunjukkan bahwa volume prisma tegak segi enam lebih besar dari volume
prisma miring segi enam jika luas permukaan keduanya sama. Hal tersebut dinyatakan
pada Teorema 5.

Teorema 5. Volume prisma tegak segi enam akan lebih besar daripada volume prisma miring segi
enam, jika luas permukaan keduanya adalah sama.

Bukti. Pembuktian teorema ini, dapat dilakukan dengan memanfaatkan persamaan
yang diperoleh pada pembahasan prisma segitiga, khususnya pada persamaan (14) dan
(17) mengenai tinggi bidang jajargenjang yang berada pada sisi miring segitiga, alas dan
tutup prisma. Hal ini dapat dilakukan dengan cara meletakkan prisma segi enam ke
dalam prisma persegipanjang, sehingga terbentuk bagian-bagian yang merupakan
prisma segitiga. Penempatan yang dimaksud dapat diamati pada Gambar 7.

hcosf = g
B~

o

hcosa

Gambar 7. Tampak atas prisma miring segi enam beraturan yang menyinggung
prisma miring persegi panjang di dalam

Pada Gambar 7 dapat diamati bahwa memiringkan prisma segi enam mengakibatkan
terbentuknya tiga jenis muka lateral. Jenis pertama merupakan muka yang berada di
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hadapan dua sudut lancip, kedua merupakan muka yang berada pada bidang yang
sama dengan salah satu sudut, ketiga merupakan muka yang berada di hadapan satu
sudut lancip dan satu sudut tumpul. Ukuran tinggi ketiga muka lateral, dapat
ditentukan dengan persamaan yang diperoleh pada pembahasan prisma segitiga
sebagai berikut.

blz\/ﬁ\/;ﬂ-i—ﬁz—(pcos«x —(cos B )

by = hsina

b3=\/ﬁ\/p2+€2—(pcosa +lcos B

Jika sisi segi enam adalah s, dari Gambar 7 terlihat bahwa panjang sisi p yang sebidang

dengan a sama dengan 5. Sedangkan panjang sisi / yang sebidang dengan f sama

dengan §+/3. Oleh karenanya, ketiga persamaan by, by, dan b; dapat dituliskan sebagai

h S S 2 1 1 2
— 2 —
bS_S\/S ( Ccos « +2\/§COS’B) —h\/l ( cos & + \@COSﬁ).

Mempertahankan luas permukaan prisma tegak terhadap prisma miring, diperoleh
persamaan

2

1 1 2 1 1
Zsh\/l - (2coszx - Eﬁcosﬁ > + 2shsinx + 2sh\/1 — <2coszx + E\/&OS[S ) = 6st

sehingga diperoleh,

h= 3t G))

2 2
\/1 — (%cosoc — 2V/3cosp ) + sina + \/1 - <%coszx + %\@cosﬁ)

Substitusi ke persamaan volume prisma miring segi enam, diperoleh

1
Viniing = 6+ 5 -5 - sin -d
1
=3.52.2/3.}- — cos2x — cos2
=3-s 2\@h \/1 cos’x — cos*f3
3 3t
:E\@.SZ.

2 2
\/1 — (%coszx — %\/gcosﬁ ) + sina + \/1 - (%coszx + %\/?;COSﬁ )
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: \/1 — cos?a — cos?

3 3
Vmiring = E\/g Ty > 2
\/1 — (%coszx — %\@cosﬁ ) + sina + \/1 — (%coszx + %\@COSﬁ )

: \/1 — cos?a — cos?B

Untuk membuktikan volume prisma miring segi enam lebih kecil dari prisma tegak segi
enam, cukup dengan menunjukkan bahwa

1 1 2 1 1 2
3. \/1 — cos?u — cos?p < \/1 - (2coszx — 2\@C05,8> + sina —1—\/1 - <2cosoc + 2\f3cos,8> .

Perhatikan bahwa

3- \/1 — cos?a — cos?f = \/1 — cos?a — cos?f + \/1 — cos?a — cos?B + \/1 — cos?a — cos?B

= \/1 — (cos?a + cos?B ) + \/sinZ(x —cos?B + \/1 — (cos?a + cos?f)
Karena
2 2 L o 1 2 I o 1 2 2
cos“a +cosp > 508 + E\@cos B > ycos + 5\/§cos B — Tﬁcosa cosp

1 1 2
= (Zcosw — 2\/§cosﬁ> ,

maka

1 1 2
\/1 —cos?a — cos?f < \/1 — (2cosoc — E\/?:cosﬁ > . (32)

Untuk suku kedua jelas bahwa

\/sin®a — cos?B < Vsina = sina . (33)

Selanjutnya, perhatikan bahwa

1 3 3 1
cos’ a +cos? B = —cos® & + ~cos® B + ~cos’ & + ~cos® B (34)
4 4 4 4
Karena )
3 1
({cos & — 5cos ,B) >0,
maka
3 5 1 5 2
408" + 1608 B> E\f?mos xcos B, (35)
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sehingga,

1 3 2 1 1 2
cos® a + cos® B > Ecos2 o+ 1(:052 B+ Z\@cos xcos B = (2cos «+ E\/?:cos ,B> .

Dengan demikian

1 1 2
\/1 —cos? w — cos? B < \/1 — (Zcoszx—i— E\/gcos ,B> . (36)

Dari ketiganya diperoleh

1 1 2 1 1 2
3- \/1 — cos?a — cos?f < \/1 — <2cos¢x — zﬂcosﬁ) +sina + \/1 — <2cos¢x + 2\f3czosﬁ> ,

sehingga dapat disimpulkan bahwa

1 3

V3.5t

2 2 2
\/1— (%cosa—%ﬁcosﬁ) +sinoc—|—\/1— (%coszx—i—%\@cos ﬁ)

1
-\/1—COSZDC—COSZ,B<§\/§'SZ')5.

Dengan kata lain volume prisma segi enam miring lebih kecil dari prisma tegak segi
enam, jika luas permukaan keduanya adalah sama.

Selanjutnya, akan ditinjau ukuran sisi-sisi prisma segi enam tegak yang memiliki luas
permukaan A sehingga menghasilkan volume maksimum. Misalkan panjang sisi alas
segi enam adalah s, dan jari-jari lingkaran luar yang memuat semua titik sudut segi enam
adalah r, maka luas alas dan keliling segi enam dalam s dan r adalah

1 o1 1 3,
L,=6 > rer sm§—6 > rer E\@_Er\@'

Karena, pada segi enam s = r, maka luas alas prisma segi enam dapat dituliskan

L, = gszﬁ. (37)

Dengan panjang sisi s, diperoleh keliling alas

Ka - 6S. (38)

Akibatnya, jika luas permukaan prisma segi enam adalah A, dan tinggi t, maka diperoleh
persamaan luas permukaan

2. %szﬂ +6st = A, (39)
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sehingga diperoleh

A —3s2\/3
p=" 2V 40
> (40)

Oleh karenanya, diperoleh persamaan volume prisma tegak dengan alas segi enam
sebagai berikut

_ a2
V=L;t= gszx/g (AS:\@> = 25\@ (A—3SZ\/§> \[As—fs

Selanjutnya, ditinjau turunan pertama V terhadap s untuk menentukan nilai s yang
mengakibatkan V maksimum.

av

o —o fA—gsz 0,

sehingga diperoleh titik stasioner

1 |AV3
— 4oy A2 41
=53\ 73 4D

Pengujian ketiga interval yang dibatasi oleh kedua titik stasioner tersebut pada turunan
pertama diperlihatkan pada garis bilangan berikut ini

O O
A

1 |AV3 1 |AV3
3. 3 3. 3

Dapat disimpulkan bahwa

1 [AV3
adalah titik maksimum global yang mengakibatkan volume maksimum, yaitu
1 [AV3 9 (1 AV3 | AV3
\fA 3_4<9 3)(3 3)
AV3— — A\ A

1

EA\/A\/i

O
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4. Kesimpulan

Hasil penelitian menunjukkan bahwa prisma tegak dengan alas berbentuk persegi
panjang, segitiga siku-siku, dan segi enam akan memberikan volume yang lebih besar
daripada prisma miring, jika luas permukaan keduanya sama. Secara khusus, kubus
adalah solusi dari masalah isoperimetrik dalam kelompok prisma dengan alas
berbentuk persegi panjang, sedangkan prisma dengan alas segitiga siku-siku yang sama
kaki adalah solusi dari masalah isoperimetrik dalam kelompok prisma dengan alas
segitiga siku-siku. Jika luas permukaan ketiganya sama, prisma tegak segi enam
memiliki volume yang lebih besar dari prisma dengan alas segitiga siku-siku dan
prisma dengan alas persegi panjang. Studi lebih lanjut perluasan masalah isoperimetrik
pada bangun ruang dilakukan dengan meninjau perumuman prisma segi-n beraturan.
Sebagai asumsi, silinder adalah solusi umum dari masalah isoperimetrik untuk
kelompok prisma.
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