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ABSTRAK

Beberapa perumuman prinsip kontraksi Banach, yang merupakan teorema titik tetap untuk
pemetaan kontraksi dalam ruang metrik, telah berkembang pesat dalam beberapa tahun
terakhir. Beberapa hal yang mendukung perkembangan perumuman tersebut adalah
munculnya pemetaan yang lebih umum dari pemetaan kontraksi dan munculnya ruang yang
lebih umum dari ruang metrik. Pemetaan tipe Kannan yang diperumum adalah salah satu
pemetaan yang lebih umum daripada pemetaan kontraksi. Selain itu, beberapa ruang yang
lebih umum daripada ruang metrik adalah ruang b-metrik dan ruang b-metrik modular, yang
membawa konsep ruang b-metrik ke dalam ruang modular. Teorema titik tetap untuk
pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang b-metrik telah diberikan. Oleh karena
itu, penelitian ini bertujuan untuk mendefinisikan pemetaan tipe Kannan yang diperumum
pada ruang b-metrik modular dan memberikan teorema titik tetap untuk pemetaan tipe
Kannan yang diperumum pada ruang b-metrik modular lengkap. Definisi pemetaan tipe
Kannan yang diperumum dalam ruang b-metrik modular diberikan dengan memperumum
pemetaan tipe Kannan yang diperumum dalam ruang b-metrik. Selanjutnya, pembuktian
teorema titik tetap untuk pemetaan tersebut dalam ruang b-metrik modular dilakukan secara
analog dengan pembuktian teorema titik tetap untuk pemetaan tersebut dalam ruang
b-metrik. Pada artikel ini, kami memperoleh definisi pemetaan tipe Kannan dan teorema titik
tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang diperumum dalam ruang b-metrik modular dan
beberapa akibat dari teorema titik tetap. Dalam membuktikan teorema, sifat fungsi altering
distance dalam ruang b-metrik diperumum ke dalam ruang b-metrik modular.
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ABSTRACT

Some generalizations of Banach’s contraction principle, which is a fixed-point theorem for contraction
mapping in metric spaces, have developed rapidly in recent years. Some of the things that support the
development of the generalization are the emergence of mappings that are more general than contraction
mappings and the emergence of spaces that are more general than metric spaces. The generalized Kannan
type mappings are one of the mappings that are more general than contraction mappings. Furthermore,
some of the the spaces that are more general than metric spaces are b-metric spaces and modular b-
metric spaces, which bring the concept of b-metric spaces into modular spaces. The fixed-point theorems
for generalized Kannan-type mappings on b-metric spaces have been given. Therefore, this research
aims to define generalized Kannan-type mappings on modular b-metric spaces and provide fixed point
theorems for the generalized Kannan-type mappings on complete modular b-metric spaces. The definition
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of generalized Kannan type mapping in modular b-metric spaces is given by generalizing generalized
Kannan type mappings in b-metric spaces. Then, the proof of fixed-point theorems for that mapping
in modular b-metric spaces is carried out analogously to the proof of the fixed-point theorems for that
mapping given in b-metric space. In this article, we obtain the definition of generalized Kannan-type
mappings and fixed-point theorems for generalized Kannan-type mappings in modular b-metric spaces
and some consequences of the fixed-point theorem. In proving the theorem, a property of altering distance
functions in b-metric spaces is generalized into modular b-metric spaces.
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1. Pendahuluan

Analisis Fungsional merupakan salah satu cabang ilmu Matematika yang mengalami
perkembangan baik teori maupun penggunaannya. Penelitian Matematika dalam
Bidang Analisis Fungsional, khususnya teori titik tetap, sangat berkembang beberapa
tahun terakhir. Suatu pemetaan T : X — X dengan X himpunan tak kosong dikatakan
mempunyai titik tetap jika terdapat suatu titik x di dalam X sehingga T (x) = x [1].
Munculnya teori titik tetap sendiri diawali dengan adanya Prinsip Kontraksi Banach
pada tahun 1922 yang memberikan teorema titik tetap untuk pemetaan kontraksi pada
ruang metrik [2]. Selanjutnya, fungsi kontrol yang disebut fungsi altering distance
beserta teori titik tetap untuk pemetaan yang terkait dengan fungsi tersebut
diperkenalkan pada [3, 4]. Berbagai jenis ruang yang lebih umum dari ruang metrik
bermunculan pada tahun berikutnya, salah satunya adalah ruang b-metrik yang
diperkenalkan oleh Czerwik [5] pada tahun 1993 dengan memperumum sifat
pertidaksamaan segitiga yang berlaku pada ruang metrik. Suatu fungsid : X x X — R
dengan X himpunan tak kosong disebut b-metrik jika terdapat s > 1 sehingga untuk
setiap x,y,z € X berlaku d(x,y) > 0, d(x,y) = O jika dan hanya jika x = y,
d(x,y) = d(y,x), dan d (x,z) < s[d(x,y)+d(y,z)]. Selain itu, bermunculan pula
berbagai jenis pemetaan yang lebih umum dari pemetaan kontraksi, salah satunya
pemetaan Kannan yang diperkenalkan oleh Kannan[6] pada tahun 1969. Pemetaan
Kannan memperumum pemetaan kontraksi dengan tidak mengharuskannya sifat
kontinu yang dimiliki oleh pemetaan kontraksi. Selain itu, Kannan [6] juga memberikan
teorema titik tetap untuk pemetaan Kannan pada ruang metrik yang dikenal sebagai
teorema titik tetap Kannan. Pada tahun 2017, Gornicki [7] memberikan
teorema-teorema titik tetap pada ruang metrik yang merupakan perumuman dari
teorema titik tetap Kannan. Selanjutnya, pada tahun 2019, Haokip dan Goswami [8]
memberikan teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan tersebut yang diperumum
pada ruang b-metrik. Pemetaan tipe Kannan yang diperumum tersebut melibatkan
fungsi subadditive altering distance ¢ dimana menambahkan sifat subaditif pada fungsi
altering distance ¢. Suatu pemetaan T : X — X disebut pemetaan tipe Kannan yang

diperumum jika terdapat p € (0, 2slﬁ) sehingga untuk setiap x,y € X berlaku

¢ (d(Tx, Ty)) < p ¢ (d(x,y)) + ¢ (d(x,Tx)) + ¢ (d(y, Ty)) (1)

Sebelumnya, pada tahun 1959, Musielak dan Orlicz [9] telah memperkenalkan suatu
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fungsional yang lebih umum dari norma pada ruang bernorma. Suatu fungsi
p : X — [0,00] dengan X ruang vektor disebut modular jika untuk setiap x,y € X
berlaku p(x) = 0 jika dan hanya jika x = 0, p(—x) = p(x), dan
p (ax+ By) < p(x) + p (y) untuk setiap a, § > 0, « + f = 1. Selanjutnya, Chistyakov
[10] pada tahun 2010 mengembangkan gagasan modular ke sebarang himpunan tak
kosong dengan mengembangkan teori metrik dan membangunnya dengan modular.
Suatu fungsi w : (0,00) x X x X — [0,00] dengan X himpunan tak kosong disebut
metrik modular jika untuk setiap A, 4 > 0 dan x,y,z € X berlaku w (A, x,y) = 0jika dan
hanyajikax =y, w (A, x,y) = w (A y,x), danw (A +u,x,y) < w(Axy) +w (1, x,Y).
Selanjutnya, pasangan (X, w) disebut ruang metrik modular. Lebih lanjut, pada tahun
2018, Ege dan Alaca [11] memperkenalkan suatu ruang yang lebih umum baik dari
ruang b-metrik maupun dari ruang metrik modular. Ruang tersebut disebut sebagai
ruang b-metrik modular yang merupakan pengembangan teori ruang b-metrik yang
dibangun oleh modular.

Perkembangan teori titik tetap pada ruang yang lebih umum dari ruang b-metrik dan
ruang b-metrik modular diberikan oleh Parvaneh dan Ghoncheh [12] pada tahun 2019
yang memberikan teori titik tetap untuk pemetaan kontraksi-(¢, ¢), pada ruang
p-metrik modular, Gholidahneh, et al. [13] pada tahun 2020 yang memberikan teori titik
tetap untuk pemetaan kontraksi tipe Meir-Keeler pada ruang b-metrik modular yang
diperluas, dan Hayati, et al. [14] pada tahun 2022 yang memberikan teori titik tetap
untuk pemetaan kontraksi-(i, ¢), pada ruang p-metrik modular. Selain itu,
perumuman dari teori titik tetap yang melibatkan dua pemetaan, dikenal sebagai teori
titik coincidence, diberikan oleh Ozcelik dan Kara [15] pada tahun 2019 yang
memberikan teorema titik coincidence pada ruang b-Metrik via fungsi simulasi-Cr,
Berzig dan Bouali [16] pada tahun 2020 yang memberikan teorema titik coincidence dan
aplikasinya dalam pernyataan diferensial fraksional, dan Hayati [17] pada tahun 2022
yang memberikan beberapa teorema titik coincidence dalam ruang bermodular. Oleh
karena itu, dapat dikembangkan pula teori titik tetap baik pada ruang yang lebih umum
dari ruang b-metrik maupun ruang b-metrik modular dan teori titik coincidence untuk
teori titik tetap yang telah diberikan.

Perkembangan teori titik tetap dibutuhkan untuk mendukung berbagai aplikasi dari
teorema-teorema dalam teori titik tetap tersebut dimana salah satu aplikasi teorema titik
tetap adalah untuk menjamin eksistensi solusi sistem persamaan diferensial. Sistem
persamaan diferensial sendiri digunakan dalam pemodelan matematika, salah satunya
adalah pemodelan penyakit yang erat kaitannya dengan epidemiologi. Dengan adanya
perumumam teorema titik tetap, diharapkan dapat memperluas aplikasi dari
teorema-teorema titik tetap. Salah satu perumuman tersebut adalah dengan
mendefinisikan pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang b-metrik yang
telah diberikan ke dalam ruang b-metrik modular yang lebih umum dari ruang
b-metrik. Selain itu, teorema titik tetap untuk pemetaan tersebut pada ruang b-metrik
juga akan diperumum ke dalam ruang b-metrik modular sehingga menghasilkan
teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang b-metrik
modular. Berdasarkan hasil penelitian yang diberikan oleh Haokip dan Goswami [8]
yang memberikan definisi pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang
b-metrik beserta teori titik tetapnya, pada penelitian ini diberikan pemetaan tipe
Kannan yang diperumum beserta teori titik tetapnya pada ruang b-metrik modular
yang lebih umum dari ruang b-metrik. Penelitian dilakukan untuk mendefinisikan
pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang b-metrik modular dan
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memberikan teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang diperumum tersebut
pada ruang b-metrik modular.

2. Metode

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur. Penelitian ini
diawali dengan mempelajari literatur-literatur hasil penelitian terkait pemetaan tipe
Kannan yang diperumum pada ruang metrik, ruang b-metrik, ruang metrik modular,
dan ruang b-metrik modular yang menjadi dasar untuk mempelajari perumuman
pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang b-metrik modular beserta teorema
titik tetap untuk pemetaan tersebut. Adapun langkah-langkah yang dilakukan untuk
membuktikan teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada
ruang b-metrik modular adalah sebagai berikut.

1. Studi literatur mengenai definisi pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada
ruang b-metrik beserta teorema titik tetapnya.
Dalam langkah ini, dipelajari definisi ruang b-metrik beserta contohnya yang
diberikan oleh Czerwik [5]. Selanjutnya, dipelajari pemetaan Kannan pada ruang
metrik beserta pembuktian teorema titik tetapnya yang diberikan oleh Kannan [6]
dan pemetaan tipe Kannan pada ruang metrik yang merupakan perumuman dari
pemetaan Kannan beserta pembuktian teorema titik tetapnya yang diberikan oleh
Gornicki [7]. Lebih lanjut, dipelajari pemetaan tipe Kannan yang diperumum
pada ruang b-metrik yang merupakan perumuman dari pemetaan tipe Kannan
beserta pembuktian teorema titik tetapnya yang diberikan oleh Haokip dan
Goswami [8]. Definisi pemetaan tipe Kannan yang diperumum menggunakan
fungsi subadditive altering distance yang telah dijelaskan oleh Khan, et al. [4] dan
Haokip dan Goswami [8], juga dipelajari.

2. Studi literatur mengenai ruang b-metrik modular.
Langkah ini diawali dengan mempelajari konsep ruang metrik modular yang
diberikan oleh Chistyakov [10]. Selanjutnya, dipelajari konsep ruang b-metrik
modular yang diberikan oleh Ege dan Alaca [11] beserta contoh dan konsep
barisan pada kedua ruang tersebut.

3. Pendefinisian pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang b-metrik
modular.
Definisi pemetaan tersebut, diperumum ke dalam ruang b-metrik modular dengan
menetapkan nilai A yang terkait dengan definisi b-metrik modular terlebih
dahulu. Definisi tersebut dinyatakan pada Definisi 6.

4. Perumuman sifat pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang b-metrik ke
dalam ruang b-metrik modular.
Dalam pembuktian teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang
diperumum, dibutuhkan sifat dari fungsi subadditive altering distance pada ruang
b-metrik modular yang dinyatakan pada Teorema 1. Sifat tersebut merupakan
perumuman dari sifat fungsi subadditive altering distance yang diberikan oleh
Haokip dan Goswami [8].

5. Pembuktian teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang diperumum
pada ruang b-metrik modular.
Teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang
b-metrik modular dibuktikan secara analog dengan pembuktian teorema titik
tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang b-metrik yang
telah dipelajari pada Langkah 1. Pada pembuktian ini, disesuaikan konsep ruang
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b-metrik modular yang diperlajari pada Langkah 2, definisi pemetaan tipe Kannan
yang diperumum yang dipelajari pada Langkah 3, dan sifat fungsi subadditive
altering distance yang dipelajari pada Langkah 4.

Proses pembuktian teorema-teorema pada penelitian ini menggunakan metode
pembuktian yang merujuk pada Hernadi [18]. Metode-metode pembuktian yang
digunakan adalah metode pembuktian langsung, metode pembuktian dengan
kontradiksi, metode pembuktian ketunggalan, metode pembuktian dengan induksi
metematika.

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Hasil Awal

Bagian ini berisi konsep dasar berupa definisi dan teorema hasil studi literatur yang
diperlukan untuk membuktikan hasil utama pada penelitian ini.

3.1.1. Ruang b-metrik modular

Ruang b-metrik modular yang diperkenalkan oleh Ege dan Alaca [11] dinyatakan pada
Definisi 1.

Definisi 1. Diketahui X himpunan tak kosong dan s € R dengan s > 1. Pemetaan v :
(0,00) x X x X — [0, o] disebut b-metrik modular jika untuk setiap x, y,z € X memenuhi
aksioma-aksioma berikut:

1. v(A,x,y) =0, untuk setiap A >0 & x =y,
2. v(A x,y) =v (A Yy, x), untuk setiap A > 0,
B.v(A+uxy) <s(v(Axz)+v(yzy)) untuk setiap A, u > 0.

Pada pembahasan selanjutnya, pemetaan v : (0,00) x X x X — [0, 00] dinotasikan
dengan v, (x,y) = v(A, x,y), untuk setiap A € (0, c0) dan x,y € X. Selanjutnya, Ege dan
Alaca [11] juga menyatakan bahwa pasangan (X,v) disebut ruang b-metrik modular.
Lebih lanjut, setiap ruang metrik modular merupakan ruang b-metrik modular dengan
s = 1. Dengan kata lain, ruang b-metrik modular merupakan perumuman ruang metrik
modular.

Contoh 1. Diberikan ruang b-metrik modular (X, d) dengan X = [0,1] dand : X X X —
[0, 00] dengan definisi d (x,y) = (x —y)?, untuk setiap x,y € X [19]. Pasangan (X,v)

dengan v : (0,00) x X x X — [0, co] didefinisikan dengan v (x,y) = @, untuk setiap
A € (0,00) dan x,y € X merupakan ruang b-metrik modular.

Solusi. Cukup jelas bahwa Aksioma (1) dan (2) pada Definisi 1 terpenuhi. Selanjutnya,
diperhatikan bahwa untuk setiap x,y,z € X berlaku

(x=y)—(-2)20e (x-—y)’-2(x-y) (y—2)+y—27>0
e x-y+y—27>20x-y)(y—2),

maka untuk setiap A, 4 € (0,0) dan x,y € X berlaku
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(x—2)°
V/\+H (x,Z) = A+ 1
_ =y +-2)°
A+
_ G-y’ -2 2(-y) (-2
A+ A+ A+
DG R ) O C e ) O e
T A+upu A+ A+ A+u
|-y -2
A+ Aty
2 2
> [(x—y) =2 ]
A p
=21 (x,y) + v (1,2)] -
Dengan kata lain, Aksioma (3) dalam Definisi 1 terpenuhi dengan s = 2. Dengan

demikian, benar bahwa (X, v) merupakan ruang b-metrik modular.

Selain mendefinisikan ruang b-metrik modular, Ege dan Alaca [11] juga memberikan
definisi himpunan bagian dari suatu ruang b-metrik modular (X,v) yang selanjutnya
dinyatakan dengan Definisi 2.

Definisi 2. Diberikan suatu b-metrik modular v pada X. Untuk x,y € X, didefinisikan
suatu relasi ~" pada X dengan definisi

x~'y << lim v, (x,y) =0.
A—roo0
Suatu himpunan modular didefinisikan
Xy =yeX y~'x

dan didefinisikan pula himpunan sebagai beriku

Xy =x€X 13X =A(x) > 0sehingga v, (x,x9) < oo dengan xp € X.

Berdasarkan Definisi 2, dapat dibuktikan bahwa relasi ~" merupakan relasi ekuivalensi
dan X} C X. Selainitu, jika (X, v) ruang b-metrik modular, maka (X}, v) juga merupakan
ruang b-metrik modular. Pada pembahasan selanjutnya, ruang b-metrik modular (X, v)
ditulis dengan X;.

Selanjutnya, diberikan konsep barisan di dalam ruang b-metrik modular. Konsep
barisan dalam ruang b-metrik modular merujuk pada Ege dan Alaca [11], yang
dinyatakan dengan Definisi 3.

Definisi 3. Diberikan (X, v) ruang b-metrik modular. Berlaku:

1. Barisan x, di dalam X; dikatakan konvergen-v ke x € X} jika untuk setiap A > 0
berlaku v, (x,,, x) — 0, untuk n — co.
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2. Barisan x, di dalam X disebut barisan Cauchy-v jika untuk setiap A > 0 berlaku
vp (Xn, Xm) — 0, untuk m, n — oo.

3. Ruang b-metrik modular X; dikatakan lengkap-v jika setiap barisan Cauchy-v di
dalam X konvergen-v dan limitnya di dalam X;.

3.1.2. Fungsi Subadditive Altering Distance

Dalam pendefinisian pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang b-metrik
modular, diperlukan definisi fungsi altering distance yang diberikan oleh Khan, et al. [4].
Definisi pemetaan tersebut dinyatakan sebagai Definisi 4.

Definisi 4. Fungsi ¢ : [0,00) — [0, 00) disebut fungsi altering distance jika:

1. fungsi ¢ kontinu,
2. fungsi ¢ naik tegas, dan
3. ¢(t)=0&t=0.

Selanjutnya, diberikan suatu fungsi altering distance yang ditambahkan sifat subadditive,
menjadi fungsi subadditive altering distance yang dinyatakan sebagai Definisi 5.
Definisi 5. Fungsi ¢ : [0,00) — [0, 00) disebut fungsi subadditive altering distance jika
1. ¢ merupakan fungsi altering distance dan
2. p(x+y) <¢(x)+¢(y), untuk setiap x,y € [0, o).
Berikut diberikan contoh fungi subadditive altering distance.

Contoh 2. Fungsi-fungsi berikut merupakan fungsi subadditive altering distance.

1. ¢1 (x) = kx, untuk suatu k > 1
2. ¢o(x) =log(1+x),x>0

Berdasarkan Definisi 4 dan Definisi 5, terdapat sifat dari fungsi subadditive altering distance
yang diberikan oleh Corazza [20]. Sifat fungsi tersebut, dinyatakan sebagai Teorema 1.

Teorema 1. Jika ¢ subadditive, maka untuk setiap bilangan bulat positif n dan x € [0, o0) berlaku

¢ (nx) < ne (x). 2

Bukti. Dengan induksi matematika, akan dibuktikan bahwa pernyataan di atas berlaku.

Akan dibuktikan pernyataan benar untuk n = 1. Karena ¢ (1.x) = ¢ (x) = 1.¢ (x), maka
jelas bahwa

¢ (1x) <1lg(x).

Selanjutnya, diasumsikan pernyataan benar untuk n = k, yaitu
¢ (kx) < k¢ (x).

Akan dibuktikan bahwa pernyataan benar untuk n = k + 1.
Diketahui ¢ subadditive, maka

¢ ((k+1)x) = ¢ (kx + x) < ¢ (kx) + ¢ (x).
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Berdasarkan asumsi, diperoleh bahwa
¢((k+1)x) < ¢ (kx) +¢(x) <k (x)+¢(x)=(k+1)¢(x)

hingga
sehingg ¢((k+1)x) < (k+1)¢(x).

Dengan kata lain, pernyataan benar untuk n = k + 1. Jadi benar bahwa untuk setiap
bilanngan bulat positif n dan x > 0 berlaku ¢ (nx) < n¢ (x). O

3.2. Hasil Utama dan Pembahasan

Bagian ini berisi hasil utama penelitian dan pembahasannya, yang dinyatakan dengan
teori titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang diperumum dalam Ruang b-metrik
modular. Haokip dan Goswami [8] memberikan sifat yang menyatakan hubungan suatu
b-metrik dengan fungsi subadditive altering distance dalam ruang b-metrik. Oleh karena
itu, diberikan sifat yang menyatakan hubungan suatu b-metrik modular v dengan suatu
fungsi subadditive altering distance ¢ dalam ruang b-metrik modular.

Teorema 2. Diberikan A > 0, b-metrik modular v pada X, dan ruang b-metrik modular X;. Jika
¢ subadditive, maka untuk setiap k € [0,1) dan x,y € X dengan

¢ (va(x,y)) <k¢(var(ab)), untuk suatu a,b € X;, 3)

berakibat
vy (x,y) <K vy (a,b) (4)

untuk suatu k' € (0,1).

Bukti. Andaikan untuk setiap k' € (0,1) berlaku

vy (x,y) > K vy (a,b)
sehingga

vy (a,b) < % vy (%, y).
Karena ¢ naik tegas, maka

002 (0,0) < ¢ (v (e )

Karena 7 € R, maka menurut Sifat Archimedian terdapat bilangan asli 79 sehingga
& < np. Akibatnya, karena ¢ naik tegas, maka diperoleh

002 (0,b) < ¢ v (e ) < @ Omva (x,)).

Diketahui ¢ subadditive, maka menurut Teorema 1, diperoleh

¢ (va(a,b)) <@ (nova(x,y)) <no¢(va(xy))
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sehingga
1
¢ (va(xy)) > ¢ (va(ab)).

Dengan kata lain, terdapat k = nio € (0,1) sehingga

¢ (va (x,y)) > k¢ (va(ab)).

Terjadi kontradiksi dengan yang diketahui yang berarti pengandaian salah. Jadi, benar
bahwa v, (x,y) < k' vy (a,b), untuk suatu k’ € (0,1). O

Berdasarkan definisi pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada ruang b-metrik pada
Definisi 4 dan Definisi 5, diberikan definisi pemetaan tipe Kannan yang diperumum pada
ruang b-metrik modular. Definisi tersebut dinyatakan sebagai Definisi 6.

Definisi 6. Diberikan A > 0, b-metrik modular v pada X, dan ruang b-metrik lengkap
X, dengan koefisien s > 1. Pemetaan T : X; — X, disebut pemetaan tipe Kannan-v,
yang diperumum jika terdapat p € (0, 251?) dan pemetaan subadditive altering distance ¢
sehingga untuk setiap x,y € X berlaku

¢ (va (Tx, Ty)) < p{@ (va (x,y)) + ¢ (va (x, Tx)) + ¢ (va (y, Ty)) }- ©)

Selanjutnya, diberikan teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang
diperumum pada ruang b-metrik modular yang lengkap. Teorema tersebut dinyatakan
sebagai Teorema 3.

Teorema 3. Diberikan A > 0, b-metrik modular v pada X, dan ruang b-metrik lengkap X
dengan koefisien s > 1. Jika T : X — X pemetaan tipe Kannan-v, yang diperumum, yaitu

terdapat p € (0, 25%) dan pemetaan subadditive altering distance ¢ yang memenuhi

¢ (va (Tx, Ty)) < p{@ (va (x,y)) + ¢ (va (x, Tx)) + ¢ (va (y, Ty)) }- 6)

untuk setiap x,y € X;;, maka T mempunyai titik tetap z € X;; dan untuk setiap x € X;;, barisan
T"x konvergen-v ke z dan untuk q = f_—pp < ldengan q > 0, berlaku

Vi (T”“x, T”x) <q"vy(x,Tx), n=0,1,2,.... (7)

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa:

1. T mempunyai titik tetap z, dan
2. z tunggal.
3. untuk setiap x € X}, barisan T"x konvergen ke z dan untuk g = % < 1 berlaku

vy (T"Hx, T”x) <q"vy(x,Tx), n=1,2,....

1. Akan ditunjukkan bahwa T mempunyai titik tetap z.
Diambil sebarang x € X; dan diambil u = Tx. Diperhatikan bahwa T : X — X,
maka u, T (u) € X;. Karena T pemetaan tipe Kannan-v, yang diperumum dan
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u, T (u) € X, maka

¢ (va (u, Tu)) = ¢ (va (Tx, Tu)) < p{¢ (va (x,u)) + ¢ (va (x, Tx)) + ¢ (va (1, Tu)) }-

sehingga
¢ (va (u,Tu)) < p (va (x, 1)) + pe (va (x, Tx)) + p¢ (va (1, Tu))
< (L=p)¢a(u,Tu)) < pp (va (x,u)) + p¢ (va (x, Tx))
< (L=p) ¢ a(u,Tu)) < pp (va (x,Tx)) + p¢ (v (x, Tx))
< (1=p)¢a(u,Tu)) <2p¢(va(x,Tx))
2
& ¢ (v (1, Tw) < = ¢ (13 (x, Tx))
Diperhatikan bahwas > 1 & 2s > 2 & 2s+1 > 3, maka p < 2;? < % sehingga
2p < %dan -p > —% S 1-p> % & ﬁ < 3. Akibatnya, diperoleh 12%7 =
Zpﬁ < %% = 1. Namakan q = %/ maka
¢ (va(u,Tu)) <g¢(va(x,Tx)), dengan q < 1. 8)
Menurut Teorema 2, hal ini berakibat
vy (u, Tu) < q'vy (x, Tx), untuk suatu q' < 1. )

Tanpa mengurangi arti, diasumsikan bahwa q' = 4. Selanjutnya, diambil sebarang
xo € X;. Dibentuk barisan x, dengan

Xpi1=Txy, 1 =0,1,2,.... (10)

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa untuk setiap m,n € NU 0 dengan m > n
berlaku

" (X1, Xm) - (11)

Up (%0, Xm) < S VA (X, Xpt1) + 82 VA (X1, Xng2) + - + 8
Jika m —n = 1, maka diperoleh
Vi (xn/ xn+1) <s [V/\ (xn/ xn) + Vi (xn/ xn+1)] =S5V) (xn/ xn+1) .

Jika m — n = 2, maka diperoleh

Vp (X0, Xng2) < s[Va (%n, Xng1) + VA (Xng1, Xng2)]
<s [V/\ (xnr xn+1) +s [V/\ (xn—i-l/ xn—i—l) +v) (xn—i-l/ xn+2)]]

= 50 (Xn, Xnp1) + 52 Vo (X1, Xns) -
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Jika m — n = 3, maka diperoleh

VA (X, Xn43) <8 Vo (X0, Xng1) +Va (Xng1, Xn43)]
< s[va (X, Xpg1) +5 [Va (Xng1, Xng2) + Vo (Xng2, X043)]]
=5 (X0, Xug1) + 57 Vo (Xns1, Xng2) + 5702 (X2, Xni3)
< sV (X, Xpt1) + 57 Va (X1, Xns2) + 578 [Un (X2, Xns2) + VA (X2, Xnt3)]

=5y (Xn, Xp1) + 8% VA (Xng1, Xns2) + 5°UA (Xnt2, Xngs) -
Jika proses dilanjutkan, maka untuk setiap m,n € N U 0 dengan m > n berlaku
U (X, Xm) < VA (X0, Xng1) + 8% Vo (X1, Xns2) + o+ 8" Vp (X1, %) - (12)

Selanjutnya, diperhatikan bahwa untuk n = 0,1,2,..., berlaku x,11 = Tx,.
Akibatnya, jika x; = Txo, maka diperoleh

¢ (va (x1,%2)) = ¢ (va (x1, Tx1))
= ¢ (vp (Txo, Tx1)) (13)
< p{¢ (va (x0,x1)) + ¢ (va (%0, Tx0)) + ¢ (v (x1, Tx1)) }.

Analog dengan cara yang sama pada pernyataan (8), diperoleh

¢ (va (x1,x2)) = ¢ (va (%1, Tx1)) < g ¢ (va (%0, Txg)) dengan g = 12_pp <1. (14)

Dengan demikian, menurut Teorema 2, diperoleh
vy (%1, %2) < g va (x0, Txo) - (15)

Selanjutnya, jika x, = Tx;, maka

¢ (v (x2,%3)) = ¢ (va (x2, Tx2))
=¢ (v (Tx1, Tx2)) (16)
< p{¢ (va (x1,x2)) + ¢ (va (x1, Tx1)) + ¢ (va (x2, Tx2)) }.

Analog dengan cara yang sama pada pernyataan (8), diperoleh

& (v (x2,%3)) = ¢ (va (x2, Tx3)) < 4 ¢ (v (x1, Tx1)) dengan g — 12_’”}? <1. (17)
Dengan demikian, menurut Teorema 2, diperoleh
vy (x2,x3) < qup (x1, Txg) < vy (x2,x3) < gy (x1,x2). (18)
Akibatnya, diperoleh
vy (x2,x3) < quy(xq,x2) < q2 v (x0, Txp) - (19)

Jika proses dilanjutkan, maka diperoleh untuk n = 0,1, 2, ..., berlaku

Vp (X0, Xn11) < g" v (%0, Txo) (20)
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Berdasarkan pernyataan (12), diperoleh untuk setiap m,n € INU 0 dengan m > n
berlaku

Xm— 1/xm)

va (
VA (XQ, TX()) -+ sm—n E] 1/)\ (JC(), Tx0>
n—

1 gm—n gm—n

:‘1"71 vy (x0, Txo) sq+ 4" vy (xo, Tx0)52112+ q" v (x0, Txo) s™ " q
va (30, Txo) (sq+ (s9)> + -+ + (s9)" ")
<" va (x0, Txo) (sq+ (s9)7 4+ - (s)"™ "+ (s)" " o+ (s9)")
Ty (x0, Txo) (s9.+ (59)° + -+ + (s9)")

U (X, Xm) < VA (Xn, Xnp1) + 8% Vo (X1, Xng2) + - + 8™

< sq" vy (xo, Txo) + s°g"

Diperhatikan bahwa p < ﬁ S 2p+p<le2p<l-p& 12%’; < ldan
qg= % < 1, maka sq = 12%’; < 1. Akibatnya, karena sq < 1, maka untuk m — oo,
diperoleh
2 m 59
sq+(sq)"+ -+ (59)" = 7= 21)

1—sg

sehingga untuk m — co diperoleh

vp (X, X)) < q”_l vy (xo, Txp) (sq + (sq)2 4+ 4 (sq)m)
- s
—q 1 1% (xo, TX()) 1 _qsq (22)
S n
=1 —qsq v (x0, Txp) -

Lebih lanjut, karena 0 < g < 1, maka untuk n — co berlaku
qg" — 0. (23)

Akibatnya, berdasarkan pernyataan (22) dan pernyataan (23), untuk n,m — oo
berlaku

vy (Xn, Xm) — 0. (24)

Dengan kata lain, barisan x, merupakan barisan Cauchy-v di dalam X;. Karena
X, lengkap, maka terdapat x € X, sehingga untuk n — oo berlaku

vy (xn,z) — 0. (25)
Selanjutnya, diperhatikan bahwa untuk setiap n € IN berlaku

VA (Tz,z) < sy (Tz, Txy) + vy (Txp, 2z)]
<s[va(Tz, Txn) +s[va (Txn, x4) +va (%0, 2)]] (26)
=svy(Tz, Tx,) + s> vy (Txpn, xn) + s> vy (xn,2)
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sehingga menurut sifat subadditive ¢ diperoleh

¢ (va (Tz,z)) < ¢ (svy(Tz, Txy) + s? vy (Txy, X)) + 5% 1y (xn,2)) 2
< ¢ (svr(Tz, Txn)) + ¢ (s2va (Txu, x4)) + ¢ (s* v (x0,2)) -

Tanpa mengurangi arti, diasumsikan s bilangan bulat positif sehingga menurut
Teorema 1 dan pernyataan (27) diperoleh

¢ (va (Tz,2)) <s¢ vy (Tz, Txn)) +5% ¢ (Vo (Txn, %)) +5% ¢ (va (x0,2)) . (28)

Karena T pemetaan tipe Kannan-v, yang diperumum, maka menurut pernyataan
(28), untuk setiap n € IN berlaku

¢ (va (Tz,2)) <sp ¢ (v (z,x0)) + ¢ (va (2, T2)) + @ (va (¥, Txn)) +5° @ (Va (Txu, Xu))

+ 5% ¢ (va (xu,2))
(29)

sehingga untuk setiap n € IN berlaku

9 (12 (T2,2)) —sp ¢ (v (T2,2) < (sp+52) @ (va (2, %)) + (5P +52) b (va (3, Txa)
& (1-5p)¢ (12 (T2,2)) < (sp+5%) (@ (va (2,20)) + @ (va (30, )
& (1-5p)¢ (12 (T2,2)) < (sp+57) (@ (va (2,3%)) + ¢ (4" va(Tx0,0)) .

(30)

Selanjutnya, diperhatikan bahwa untuk n — oo berlaku v, (z,x,) — 0 serta ¢
kontinu dan ¢ (0) = 0, maka untuk n — oo berlaku

¢ (va(z,xn)) — 0. (31)
Karena 0 < g < 1, ¢ kontinu, dan ¢ (0) = 0, maka

¢ (9" va(Txo, x0) — 0. (32)

Berdasarkan pernyataan (30), (31), dan (32), untuk n — oo berlaku

(1—=sp)¢p(vy(Tz,z)) =0 (33)

Dengan demikian, diperoleh (1 —sp) ¢ (vy (Tz,z)) = 0. Karena 1 —sp # 0, maka
¢ (va (Tz,z)) = 0. Lebih lanjut, karena ¢ (0) = 0, maka v, (Tz,z) = 0 sehingga
Tz = z. Jadi, benar bahwa T mempunyai titik tetap z.

2. Lebih lanjut, akan ditunjukkan bahwa z tunggal.
Diasumsikan terdapat w € X; sehingga Tw = w, maka

¢ (va (z,w)) = ¢ (va (Tz, Tw))
<p{op(a(z,w)) +¢(va(z,Tz)) + ¢ (v (w, Tw))} (34)
=p¢(va(z,w))
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sehingga
(1-p) ¢ (12 (z,)) <O.

Diperhatikan bahwa p < 5! dans > 1, maka 1 — p > 0sehingga ¢ (v) (z,w)) = 0.
Karena ¢ (0) = 0, maka v, (z, w) = 0 sehingga diperoleh z = w. Dengan demikian,
benar bahwa titik tetap T tunggal.

3. Selanjutnya, akan dibuktikan untuk setiap x € X7, barisan T"x konvergen ke z dan
2p

untuk g = 5 <1 berlaku
vy (T"Hx, T"x) <q"wvy(x,Tx),n=12,....
Diperhatikan bahwa

¢ (1//\ (T"Hx, T”x)) =¢ <1/A (TT”x, TT" 1x )

Dengan analog yang serupa dengan pernyataan (8), diperoleh

¢ (1//\ (T”*lx, T”x)) <q¢ ( V) (T”’lx, T”x)) . (36)
Akibatnya, menurut Teorema 2, untuk setiap n € N berlaku
V) (T““x, T”x) <qu, (T"—lx, T”x> . (37)
Selanjutnya, jika n = 1, maka
¢ (1 (T, Tx)) < q ¢ (va(x, Tx)) (38)
sehingga menurut Teorema 2, diperoleh
vy (sz, Tx) < quvy(x,Tx). (39)

Jika n = 2, maka
¢ (va (T3x, sz)) <q¢ (va(Tx, sz)) (40)

sehingga menurut Teorema 2, diperoleh
vy (T°x, T%x) < qvy (Tx, T?x) . (41)
Akibatnya, berdasarkan pernyataan (39) dan (41), diperoleh

vy (T?x, T?x) < qvy (Tx, T>x) < g% vy (x, Tx). (42)

Jika n = 3, maka

¢ (UA <T4x, T3x>) <q¢(n (sz, T3x)) (43)

sehingga menurut Teorema 2, diperoleh

vy (T4x, T3x) <qv, (T?x, T%x). (44)
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Akibatnya, berdasarkan pernyataan (42) dan (44), diperoleh
vy <T4x, T3x) <quvy (sz, T3x) < g vy (x,Tx). (45)
Jika proses dilanjutkan, maka diperoleh untuk setiap n € N berlaku
vy (T”Hx, T”x) <q" v (x,Tx). (46)
Karena g < 1, menurut pernyataan (23) dan (46), untuk n — oo berlaku
s (T”+1x, T"x) ) (47)

Selanjutnya, perhatikan bahwa untuk setiap n € IN berlaku

¢ (VA (T”Hx, z)) = ¢ (vy (TT"x, Tz))
<p{p (v (T"x,2)) +¢ (m <T”x, T”“x)) +¢(vy(z,Tz))}
(

=p{¢p (vA (T"x,2)) + ¢ (v (T”x, T”Hx)>}.
(48)

Namakan w, = v, (T"x, z), untuk setiap n € IN, maka

¢ (@ni1) < p ¢ (wn) +¢ (v (75,7 'x) ) (49)

Selanjutnya, diasumsikan untuk n — oo berlaku w, — h maka untuk n — oo
berlaku w, 1 — h. Untuk membuktikan barisan {T"x} konvergen-v ke z, cukup
dengan membuktikan i = 0.

Berdasarkan Pernyataan (47), karena ¢ kontinu serta ¢ (0) = 0, maka

¢ <1/)L (T”“x, T”x)) — 0. (50)
Akibatnya, berdasarkan Pernyataan (49) dan (50), karena ¢ kontinu dan ¢ (0) = 0,

maka untuk n — oo berlaku

¢(h) <p¢(h)+¢(0) = (1-p)¢h) <0 (51)

Selanjutnya, karena 1 — p > 0, maka ¢ (1) = 0 sehingga i = 0. Dengan kata
lain, benar bahwa untuk setiap x € X, barisan {T"x} konvergen-v ke z dan untuk

q= 12%; < 1, berlaku vy (T""lx, T"x) < " vy (x,Tx), n=1,2,....

O]

Berdasarkan Teorema 3, terdapat beberapa akibat yang dinyatakan sebagai Teorema 4,
Teorema 5, dan Teorema 6.

Teorema 4. Diberikan A > 0, b-metrik modular v pada X, dan ruang b-metrik lengkap X
dengan koefisien s > 1. Jika T : X} — X pemetaan yang memenuhi

v (Tx, Ty) < p{va (x,y) +va (x, Tx) +va (y, Ty) } (52)
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untuk setiap x,y € X} dengan p € (0, zs}ﬁ)/ maka T mempunyai titik tetap tunggal z € X
dan untuk setiap xo € X, barisan {T"xo} konvergen ke z.

Bukti. Dengan mengambil pemetaan subadditive altering distance ¢ (x) = x, untuk setiap
x € X;, maka untuk setiap x,y € X; berlaku

¢ (va (Tx, Ty)) < ¢ (pva (x,y) +va (x, Tx) +va (y, Ty))
= plva (o y) +va (6, Tx) +va (v, Ty) } (53)
= p{o (v (v, y)) + ¢ (a (%, Tx)) + ¢ (va (v, Ty)) }-

Dengan kata lain, T merupakan pemetaan tipe Kannan-v, yang diperumum sehingga
menurut Teorema 3, diperoleh bahwa T mempunyai titik tetap tunggal. O

Teorema 5. Diberikan A > 0, b-metrik modular v pada X, dan ruang b-metrik lengkap X
dengan koefisien s > 1. Jika T : X — X pemetaan kontinu yang memenuhi sifat terdapat
pemetaan subadditive altering distance ¢ dan p € (0, ﬁ) sehingga untuk setiap x,y € X;; dan
untuk suatu k € IN berlaku

¢ <1/A (Tkx, Tky>) < p{(,b (va (v, y)) + ¢ (1/;\ (x, Tkx)) +¢ (VA (y, Tky)> } (54)

dan T*x = x, maka T mempunyai titik tetap tunggal.

Bukti. Didefinisikan pemetaan S : X; — X; dengan definisi

Sx = T*x, untuk setiap x € X, (55)

Akibatnya, untuk setiap x,y € X; berlaku

¢ (va (Sx,Sy)) < p{¢ (v (x,y)) + ¢ (va (x,5%)) + ¢ (va (v, Sy))} (56)

yang berarti S merupakan pemetaan tipe Kannan-v, yang diperumum. Dengan
demikian, menurut Teorema 4, diperoleh S mempunyai titik tetap tunggal. Dengan
demikian, terdapat z € X} sehingga T'z = Sz = z. Karena Tz = z, maka
Tk1z = TT*z = Tz sehingga STz = T (Tz) = Tz = Tz. Dengan demikian, Tz juga
merupakan titik tetap S. Berdasarkan ketunggalan titik tetap S, maka diperoleh
Tz = z. O

Teorema 6. Diberikan A > 0, b-metrik modular v pada X, dan ruang b-metrik lengkap X
dengan koefisien s > 1. Jika T : X; — X suatu pemetaan yang memenuhi terdapat p €

(0, ﬁ) sehingga untuk setiap x,y € X, berlaku

1+, (Tx, Ty)% <(I4va(xy))(14+vy(x,Tx)) (1+vr(y, Ty)) (57)

maka T mempunyai titik tetap tunggal z € X, dan untuk setiap x € X;, barisan {T"x}
konvergen ke z serta untuk g = f_—pp berlaku
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vy (T”“x, T”x) <q"vy(x,Tx), n=0,1,2,.... (58)

Bukti. Diperhatikan bahwa untuk setiap x,y € X; berlaku

{140 (Tx, Ty)}? < 1+ (%,y)) (1+ 02 (x,Tx)) (1+va (3, Ty))
& {1+, (Tx, Ty)}r < In{(1+ vy (x,9) (1 +va (x, Tx)) (1 +va (3, Ty))}
& ;ln{1+vA(Tx,Ty)} <In(1+wvy(xy)) +In(1+vy(x,Tx)) +In(1+wv, (y, Ty))

< In{l14+v) (Tx, Ty)} <p{In(1+vy(x,y)) +In(1+v,)(x,Tx)) +In(1+vy(y, Ty)) }.

Diambil pemetaan subadditive altering distance ¢ (z) = In (1 + z) , untuk setiap z € [0, o),
maka untuk setiap x,y € X berlaku

¢ (va (Tx, Ty)) < p{@ (va (x,y)) + ¢ (va (x, Tx)) + ¢ (va (v, Ty)) } (59)

Dengan kata lain, T merupakan pemetaan tipe Kannan-v, yang diperumum sehingga
menurut Teorema 3, diperoleh T mempunyai titik tetap tunggal untuk setiap x € X,
barisan {T"x} konvergen ke z serta untuk g = 12_—pp dengan g > 0 berlaku

vy (T”“x, T”x) <q"vy(x,Tx), n=0,1,2,.... (60)
O

4. Kesimpulan

Pemetaan tipe Kannan yang diperumum T : X — X dapat didefinisikan pada ruang
b-metrik modular (X,v) dan mempunyai titik tetap tunggal pada ruang b-metrik
modular X} yang lengkap. Selain itu, suatu T : X; — X; dengan X ruang b-metrik
modular lengkap yang memenuhi kondisi tertentu dapat ditentukan suatu fungsi
subadditive altering distance sehingga pemetaan tersebut menjadi pemetaan tipe Kanan
yang diperumum yang mengakibatkan pemetaan tersebut akan mempunyai titik tetap

yang tunggal.
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