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ABSTRAK. Dalam penelitian ini dipelajari tentang aljabar Lie Frobenius-quasi real dan aljabar Lie filiform berdi-
mensi < 5. Penelitian ini bertujuan untuk menetapkan klasifikasi aljabar Lie filiform berdimensi < 5 ke dalam
aljabar Lie Frobenius-quasi real. Metode yang digunakan adalah dengan mengkonstruksi skew-symmetric 2-form
pada aljabar Lie real yang nondegenerate 2-cocycle. Hasil yang diperoleh adalah terdapat suatu kelas aljabar Lie
filiform berdimensi < 5 yang termasuk ke dalam aljabar Lie Frobenius-quasi real. Untuk selanjutnya, penelitian
ini dapat dikembangkan untuk mengklasifikasikan aljabar Lie filiform berdimensi lebih tinggi ke dalam aljabar Lie
Frobenius-quasi real.

ABSTRACT. In this research, we studied quasi-Frobenius Lie algebras and filiform Lie algebras of dimensions < 5 over
real field. The primary objective of this research is to classify the classification of filiform Lie algebras of dimensions
< 5 into quasi-Frobenius Lie algebras. The method employed in this research involves constructing a skew-symmetric
2-form in real Lie algebra which also a nondegenerate 2-cocycle. The outcomes of this research reveal that there
exists a class of filiform Lie algebras of dimensions < 5 that can be classified as a quasi-Frobenius real Lie algebra.
Furthermore, this research can be developed to classify higher dimensional filiform Lie algebras as quasi-Frobenius

real Lie algebras.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of [JBM: Department of Mathematics, Uni-
BY _NC versitas Negeri Gorontalo, Jin. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan

Aljabar Lie ditemukan pada akhir abad ke-19 oleh seo-
rang matematikawan asal Norwegia bernama Marius Sophus
Lie. Penelitian mengenai aljabar Lie sudah banyak dilakukan,
seperti klasifikasi aljabar Lie nilpoten berdimensi < 7 oleh
Michele Vergne yang sekaligus memperkenalkan aljabar Lie fil-
iform dan mengklasifikasikannya hingga dimensi 6 [1]. Secara
umum, aljabar Lie filiform berdimensi n memiliki adapted basis
{z1,2,...,z,} dan bracket tak nol [z, x;] = ;1 untuk se-
tiap 3 < j < n [2]. Namun, klasifikasi aljabar Lie filiform atas
lapangan kompleks baru diperoleh sampai dimensi < 12 [3-
5]. Klasifikasi aljabar Lie filiform dapat dipelajari lebih lanjut,
seperti klasifikasi aljabar Lie filiform symplectic kompleks berdi-
mensi < 10 beserta semua symplectic form-nya [6].

Aljabar Lie symplectic dapat disebut juga sebagai aljabar Lie
Frobenius-quasi [7]. Suatu aljabar Lie dikatakan symplectic atau
Frobenius-quasi jika terdapat skew-symmetric 2-form yang nonde-
generate dan 2-cocycle [8]. Symplectic form suatu aljabar Lie di-
tunjukkan di dalam beberapa penelitian, seperti symplectic form
untuk aljabar Lie berdimensi 4 (9], complex symplectic form un-
tuk aljabar Lie nilpoten [10], symplectic form untuk 3-Lie algebras
[11], gambaran eksplisit mengenai fiee nilpotent Lie algebras yang
memiliki symplectic form [12], symplectic form untuk aljabar Lie fil-
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iform |13, 14], dan symplectic form pada characteristically nilpotent
Lie algebras (CNLAs) termasuk filiform CNLAs berdimensi < 14
[7]. Symplectic form untuk aljabar Lie filiform berdimensi 4 secara
eksplisit didefinisikan oleh Pham [8] sebagai

B=x] Nx)+x5Nx} (1)

dimana {x}, x5, x5, «;} merupakan basis dual dan
memenuhi kondisi Frobenius-quasi. Untuk membuktikannya,
perlu ditunjukkan bahwa 8 merupakan bentuk skew-symmetric 2-
form yang nondegenerate dan 2-cocycle.

Berbeda dari penelitian sebelumnya, pada penelitian ini
diberikan pembuktian secara detail bahwa aljabar Lie filiform
berdimensi 4 merupakan Frobenius-quasi. Kemudian diperiksa
apakah aljabar Lie filiform berdimensi 3 dan 5 merupakan
Frobenius-quasi. Selain itu, dijelaskan mengenai konstruksi skew-
symmetric 2-form untuk aljabar Lie filiform berdimensi < 5.

2. Metode

Metode yang digunakan adalah metode penelitian kualitatif
berupa studi literatur yang mengacu pada (8] serta beberapa ar-
tikel lainnya yang terkait dengan aljabar Lie Frobenius-quasi dan
aljabar Lie filiform. Metode yang digunakan untuk mengklasi-
fikasikan aljabar Lie Frobenius-quasi dari aljabar Lie filiform berdi-
mensi < 5 adalah dengan mengonstruksi 2-form dari dua 1-form
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berbeda yang nondegenerate dan 2-cocycle. Berikut diberikan be-
berapa landasan teori yang merujuk pada [8] untuk membuktikan
hasil penelitian.

Definisi 1. [15] Misalkan V' suatu ruang vektor berdimensi n den-
gan basis B = {ey,...,ey} dan B* = {ey,...,&,} basis
untuk V* dual dari B. Untuk 1 < iy, ..., i, < n, definisikan
k-form pada V' sebagai

611 (vl) E:il (’Uk)

(eilA--~A€ik)(v1,...,vk):

€iy, (vk)

(2)

Eiy, ivl)

untuk setiap vy, ..., v € V.

Definisi 2. [15] Misalkan V' suatu ruang vektor berdimensin den-
gan basis B = {ey,...,e,}dan B* = {ey,...,€&,} basis un-
tuk V*. Penjumlahan 2-form pada V untuk 1 < iy,...,ix <n
didefinisikan sebagai

(Eil NEjy + -+ &4,y /\sik) ( ’017’02) = (€i1 /\61‘2)

3
(v,v9) +-- -+ (€ik71 /\Eik) (v1,v2) ®)

untuk setiap vi,vs € V.

Teorema 1. [16] Misalkan g aljabar Lie atas lapangan R dengan
basis S = {x1,...,x,} dan B skew-symmetric 2-form pada
g. B dikatakan nondegenerate jika dan hanya jika untuk setiap
1 <4, 5 < n berlaku

B(x1,21) B (21, 22) B (x1, )
B(x2,21) B (22, 2) B (x2, ;)

|M| = : : _ # 0.
5 (CB%.’Dl) ﬂ (:1:1,3}2) /8 (mnywn)

(4)

Bukti. (=) B nondegenerate, menurut Definisi 1 jika u € g den-
gan 8 (u,v) = 0 untuk setiap v € g, maka v = 0. Un-
tuk menunjukkan bahwa |M| # 0, klaim matriks persegi M =
(B (xi,x;)),1 <1,j < n, sebagai matriks representasi untuk /.
Sehingga 3 (u,v) = vI Mu = 0, maka v' Mu =0Vv € g &
Mwu = 0. Karena 3 nondegenerate, maka Mwu = 0 dipenuhi oleh
w = 0 artinya M invertible. Karena M invertible, maka | M| # 0.
(<) Sebaliknya, |M| # 0, artinya matriks M invert-
ible. Untuk menunjukkan (5 nondegenerate, terlihat jelas bahwa
B(u,v) = vI'Mu = 0 = v Mu = 0. Karena M invertible,
maka Mw = 0 hanya dipenuhi oleh u = 0. O

Definisi 3. [8] Misalkan g adalah aljabar Lie dan (3 skew-
symmetric 2-form pada g. [ dikatakan 2-cocycle pada aljabar
Lie g jika memenuhi

Byl 2)+8 [y, 2], )+ ([z,2],4) = 0, Ve, y, 2 6(2;
5

Definisi 4. [8] Suatu aljabar Lie Frobenius-quasi atas R adalah
pasangan (g, §) dengan g aljabar Lie atas R dan ( suatu nonde-
generate 2-cocycle pada aljabar Lie yang bernilai real.

Selanjutnya, langkah-langkah yang dilakukan dalam peneli-
tian adalah:

1. Tentukan aljabar Lie yang digunakan, yaitu aljabar Lie fili-
form berdimensi n, dengan n < 5.

2. Tentukan skew-symmetric 2-form, yaitu $. Untuk menen-
tukan 2-form, pilih dua 1-form yang berbeda lalu operasikan
dengan wedge product yang didefinisikan dalam Definisi 1.
Dalam hal ini, 1-form merupakan dual basis dari aljabar Lie
filiform berdimensi n, dengan n < 5.

3. Periksa apakah 5 memenuhi sifat nondegenerate menggu-
nakan Teorema 1.

4. Periksa apakah 8 memenuhi kondisi 2-cocycle menggunakan
Definisi 3.

5. Klasifikasikan aljabar Lie Frobenius-quasi dari aljabar Lie fil-
iform berdimensi n, dengan n < 5.

3. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini, ditunjukkan hasil utama yang merupakan
pembuktian detail dari [8], yaitu bahwa aljabar Lie filiform berdi-
mensi 4 adalah Frobenius-quasi. Selain itu, diperiksa apakah al-
jabar Lie filiform berdimensi 3 dan 5 merupakan Frobenius-quasi.
Misalkan g,, aljabar Lie filiform standar dan nonstandar berdi-
mensi < 5 dengan bracket tak nolnya adalah

93 (@1, T2] = 23, (6)
g1 ¢ [m1,®] = @3, [T1, T3] = 24 (7)
) 05 : |1, ;] = @iy, untuki =2,3,4 (8)
g5 g5 [.’131,(137;] = Tj+1, i:2,3,4dan [.’Eg,mg] = 5.
Proposisi 1. Misalkan g3 aljabar Lie filiform berdimensi 3 den-
gan basis B = {x1, x5, 23} dan bracket Lie tak nolnya didefin-
isikan oleh persamaan (6). Misalkan [ sebagai skew-symmetric

2-form pada g3, maka untuk setiap (8, pasangan (g3, ) bukan
aljabar Lie Frobenius-quasi.

oot

Bukti. Jelas bahwa g3 berdimensi ganjil, maka g3 tidak memi-
liki symplectic form. Hal ini disebabkan oleh setiap 2-form yang
mungkin pada g3 tidak memenuhi sifat nondegenerate. Untuk
menunjukkannya, konstruksi [ sebagai 2-form untuk gs den-
gan memilih dua 1-form berbeda yang dioperasikan dengan
wedge product. Diberikan 1-form yaitu B = {x7,x}, 3}, se-
hingga konstruksi 2-form yang mungkin ada pada g3 adalah g =
Span {z} A x5, x7 A xi, x5 A xh}. Wedge product yang didefin-
isikan oleh Definisi 1 menjelaskan bahwa setiap 2-form =} A
pasti skew-symmetric berdasarkan sifat fungsi determinan matriks.
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Dengan kata lain, 8 = Span {x] A x5, &} A x}, x5 A x5} meru-
pakan skew-symmetric 2-form untuk gs.

Selanjutnya, misalkan 8 = Span {x} A x5, 2] A x5, x5 A
x4 }= Span {w1,wa, w3} dan My, My, M3 adalah matriks repre-
sentasi untuk masing-masing w1, wa, ws. Berdasarkan Teorema 1,
perhatikan bahwa

0 10 0 0 1
M= -100], Mo=| 0 0 0],
0 0 0 -1 0 0
0 0 0
My=|0 0 1
0 -1 0

Misalkan M matriks representasi untuk [, maka
berdasarkan Definisi 2 terlihat jelas bahwa setiap 3 di g3 meng-
hasilkan |M| = 0 sehingga /3 tidak nondegenerate. Dengan kata
lain, setiap 2-form yang mungkin ada pada g3 tidak memenuhi
sifat nondegenerate. Oleh karena itu, berdasarkan Definisi 4,
pasangan (g3, 3) bukan aljabar Lie Frobenius-quasi. O

Proposisi 2. Misalkan g, aljabar Lie filiform berdimensi 4 dengan
basis By = {x1, 2, ®3, T4} dan bracket Lie tak nolnya didefin-
isikan oleh persamaan (7). Misalkan § sebagai skew-symmetric
2-form pada g4 yang didefinisikan sebagai

B=xi Nz} + x5 Nx 9)

dengan B = {x},x}, a3, x}}. basis dual dari By, maka
pasangan (g4, 3) merupakan aljabar Lie Frobenius-quasi.

Bukti. Dalam penelitian [8] telah diperoleh 2-form untuk aljabar
Lie filiform g4 dengan basis By = {x1,®2,x3, x4} dan basis
dual B} = {x}, x5, «}, «}}, yaitu diberikan oleh persamaan
(9). Perlu dibuktikan bahwa S adalah skew-symmetric 2-form.
Berdasarkan Definisi 2, maka persamaan (9) dapat dinyatakan se-
bagai,

B(xi,x;) = (] Ay + 25 A x3) (T4, T5)
(2] Axy) (zi, x5) + (25 A x3) (T4, )
xi (z:) x7 () ) x5 (z;) x5 (x))
x; (z;) x (x)) x; (z;) x5 (x))
(10)

untuk setiap x;,¢; € g4 dengan 1 < 4,5 < 4. Berdasarkan
sifat fungsi determinan suatu matriks, maka terbukti bahwa
merupakan skew-symmetric 2-form. Selanjutnya, akan dibuktikan
bahwa 8 memenuhi kondisi nondegenerate dan 2-cocycle. Dengan
menggunakan Teorema 1 diperoleh matriks representasi untuk

5, yaitu

0 0 01
0 0 10

M= 0 -1 00 (n
-1 0 0 0

dan terlihat jelas bahwa |M| = 1 # 0, maka /3 nondegenerate.

Selanjutnya, perlu dibuktikan bahwa kondisi 2-cocycle
dipenuhi oleh 3. Diketahui bahwa By basis untuk g4, maka
g4 = Span By sehingga sembarang elemen x,y,z € g4 dapat
ditulis sebagai

T = a1x1 + A2 + A3T3 + QT4 = Z?Zl a;ixi, {a; }r, €R,
Yy = bix1 + boxs + bgxs + byxy = 24-::1 bjiL‘j, {bj };%:1 S R,
Z =C1X1 + Coxo + C3x3 + C4xy = Zk:l CL Ty, {Ck; }%:1 c R.
(12)
Selanjutnya diperiksa apakah persamaan (5) terpenuhi.

1 1 4
Bllz,yl,z) =8 | D ami,d bx;| > crmr
i=1 j=1 k=1

=0 (a1baxs + ai1bsxs — asbix3 — agbixy,
C1®1 + Ca%a + C3T3 + Cay)
= (w’{ N ZCZ + 513; A m;) (a1b2m3 + a1bsxy — asbixs

—agbixy, c1x1 + oo + c3T3 + C4£L‘4)

_| =z (k1) @7 (11 + ca®a + c3x3 + cay)
x; (k1) =z} (c1x1 + coa + c3x3 + cay)

+ x5 (k1) 5 (c1m1 + coxa + c3s + cay)
x3 (k1) o3 (c1x1 + coo + 33 + cay)

o 0 C1 0 Co

- CL1b3 — a3b1 Cy a1b2 — agbl C3

=asbic1 — a1bscr + asbicos — a1bacs.
(13)

dengan

k1 = a1boxs + arbzxy — asbi s — aszbizy

4 4 4
Bly, 2l @) =8| |D b, crai |, a;
j=1 k=1 i=1

= (bicas + bicsxy — bacixz — b3cixy,
a1®1 + as®s + azxs + asxy)
=(z] Nx) + x5 A x5) (brcaxs + bicszy—

bacixz — b3ci1xy, 121 + A2%2 + a3z + asxy)
_ | =i (k2) =} (a1 + ag®a + az®s + asxy)
xy (k2) ) (a121 + azx2 + azTs + asxy)
+ x5 (k2) x5 (a121 + asx2 + azxs + asxzy)
xh (k2) % (a1T1 + aexa + azxs + asxy)
- 0 aiq 0 a2
o b103 — b301 aq b1€2 — b201 as

:a1b301 — a1b163 + CLQbQCl — 0,21)162.

dengan

ko = bicoxs + biczxy — baciz — bzcixy

JJoM | Jambura J. Math
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4 4 4
B(lz ], y) = lz Ckmkazaiwi] ,Zbﬂ»’j
k=1 i=1 j=1
=8 (azc1x3 + azc1T4 — a162T3 — a1C3%4,
bixy + baxo + bsx3 + byxy)
=(x] ANz} + x5 A xh) (aecis + agcrxs—
a1Ca®3 — a1C3L4, b1y + boxs + b3z + b4£L’4
ZBl (blibl —+ bg(lig —+ bgiBg —+ b42124
) xf (bixy + boxa + bsxs + b4$4)
k3) ZC; (blccl + bQZCQ + b3.’E3 + b4.’134)
k ) £E§ (b1$1 -+ bQiEQ + bgdﬁg + b4$4)
0 by
azCp — aics b4

0
a2C1 — ai1c2 b3

=a1bicz — asbicy + a1baces — asbacy.

dengan

k3 = axc1x3 + azci Ty — a1C2T3 — A1C3L4

Tinjau persamaan (13)-(15), terlihat bahwa

B(lz.y),2) + By, 2, @) + B (2. 2] ,y)

= (azbic1 — arbser + agbica — arbacy)

+ (a1bscy — arbics + agbacy — azbicy)

+ (a1bics — azbicy + a1bacy — asbacy)

= agbic; —aszbicy + a1bscy — a1bzey + asbico
— agbico + a1baca — aibace + aibics

— a1b1c3 + asbacy — agsbacy = 0.

Oleh karena itu, persamaan (5) terpenuhi atau 5 memenuhi kon-
disi 2-cocycle. Berdasarkan Definisi 4, maka terbukti bahwa pasan-
gan (g4, 8) merupakan aljabar Lie Frobenius-quasi. O

Proposisi 3. Misalkan g5 aljabar Lie filiform standar dan non-
standar berdimensi 5 dengan basis Bs = {x1, @2, X3, x4, T5}
dengan bracket Lie tak nolnya didefinisikan oleh persamaan (8).
Misalkan (3 sebagai skew-symmetric 2-form pada g5, maka untuk
setiap 3, pasangan (g5, 8) bukan aljabar Lie Frobenius-quasi.

Bukti. Jelas bahwa g5 berdimensi ganjil, maka g5 tidak memiliki
symplectic form. Sama dengan gs, setiap 2-form yang mungkin
pada g5 tidak nondegenerate. Diberikan 1-form pada g5, yaitu
By = {7, x5, x5, ), 5 }. Misalkan S = {w; ;} = {z} A z}}
dengan 1 < i < j < 5, maka konstruksi 2-form yang mungkin
ada pada g5 adalah 8 = Span (S). Wedge product yang diny-
atakan oleh Definisi 1 menjelaskan bahwa setiap 2-form x} A x;
pasti skew-symmetric. Selanjutnya misalkan M; ; matriks repre-
sentasi untuk w; ; dengan Teorema 1, diperoleh

0O 1 0 0 O 0O 01 00

-1 0 0 0 O 0 00 0 O

Mo = 0 00 0 0 |,M3= -1 0 0 0 O
0O 0 0 0 O 0O 0 0 0 O

0O 0 0 0 O 0O 0 0 0 O

0O 0 0 1 0 0O 0 0 0 1

0O 0 0 0 O 0O 0 0 0 O

M4 = 0 00 0 0 |,Ms= 0O 0 0 0 O
-1 0 0 0 O 0 00 0 O

0O 0 0 0 O -1 0 0 0 O

0O 0 0 0 O 0O 0 0 0O

0 0 1 0 O 0O 0 0 1 0

Mys=| 0 -1 0 0 O |,Mau=] 0 0 0 O O
0O 0 0 0 O 0 -1 0 0 O

0 0 0 0 O 0O 0 0 0 O

0O 0 0 0 O 00 0 00O

0 0 0 0 1 00 0 0O

Mys=| 0 0 0 0 0 [,Msa=| 0O 0O O 1 0
0 0 0 0 O 00 -1 0 0

0 -1 0 0 O 00 0 00O

00 O 0O 000 0 O

00 O 0O 000 0 O

Mzs=] 0 0 0 0 1 | ,Mys5=| 00 0 0 O
00 O 0O 000 0 1

00 -1 0 O 000 -1 0

Misalkan M matriks representasi untuk (3, maka
berdasarkan Definisi 2 terlihat jelas bahwa |M| = 0, se-

hingga, [ atau setiap 2-form yang mungkin pada g tidak
memenuhi sifat nondegenerate. Oleh karena itu, berdasarkan
Definisi 4, pasangan (gs, 3) bukan Frobenius-quasi. O

Hasil yang diperoleh dalam penelitian ini dapat dikem-
bangkan untuk mengklasifikasikan aljabar Lie filiform berdimensi
lebih tinggi ke dalam aljabar Lie Frobenius-quasi.

4. Kesimpulan

Telah dibuktikan bahwa aljabar Lie filiform berdimensi 3
dan 5 bukan aljabar Lie Frobenius-quasi karena setiap skew-
symmetric 2-form pada aljabar Lie tersebut tidak nondegenerate.
Sebaliknya, aljabar Lie filiform berdimensi 4 merupakan aljabar
Lie Frobenius-quasi karena terdapat 8 = x] Az} + x5 A x5 yang
bersifat nondegenerate dan 2-cocycle.
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