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untuk penduga-penduga pada proses Poisson periodik majemuk. Penggunaan generalisasi pada algoritma telah dis-
usun dengan adanya tren linear pada unsur periodiknya. Tujuan penelitian ini membahas tentang penduga pada
fungsi ragamnya. Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah metode simulasi. Hasil simulasi menggunakan
generalisasi algoritma thinning process menunjukan bahwa pada kasus panjang interval waktu pengamatan yang
terbatas, beberapa penduga sudah cukup bagus untuk mendekati nilai aktual. Semakin bertambahnya nilai n, nilai
simulasi penduga menuju ke nilai dugaan. Hal ini sesuai dengan lema, teorema dan akibat yang telah dibahas. Di-
dapatkan pula beberapa penduga yang cukup lambat. Hal ini mengakibatkan pergerakan nilai bias, ragam dan MSE
penduga ikut lambat, meskipun semakin menuju ke 0. Sehingga selanjutnya dapat dilakukan modifikasi terhadap
model yang dikaji.

ABSTRACT. This article implements the thinning process algorithm, which has been generalized for estimators of
compound periodic Poisson processes. The use of generalizations in the algorithm has been prepared with a linear
trend in the periodic elements. This research aims to discuss estimators of the variance function. The method used in
this research is the simulation method. Simulation results using a generalized algorithm thinning process show that
in the case of a limited observation time interval, some estimators are good enough to approach the actual value. As
the value of n increases, the simulated value of the estimator moves towards the predicted value. This is following the
lemmas, theorems, and consequences that have been discussed. It was also found that several estimators were quite
slow. This results in the movement of the bias, variance, and MSE values of the estimators being slow, even though

they are moving towards 0. So that further modifications can be made to the model being studied.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of [JBM: Department of Mathematics, Uni-
BY _NC versitas Negeri Gorontalo, JIn. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan

Proses Stokastik dapat digunakan untuk memodelkan be-
berapa fenomena nyata, salah satunya yaitu proses Poisson maje-
muk. Proses stokastik berupa proses Poisson dan proses Poisson
majemuk banyak diaplikasikan, diantaranya pada bidang engin-
nering [1, 2] dan deteksi nuklir [3]. Proses Poisson majemuk ini
memiliki fungsi intensitas tertentu pada komponen proses ter-
jadinya suatu kejadian. Fungsi intensitas ini memiliki banyak
bentuk, seperti fungsi konstan, linear, kuadrat, eksponensal,
maupun bentuk fungsi transenden yang lain. Fungsi intensitas ini
apabila memiliki pola periodik, maka proses ini disebut proses
Poisson periodik majemuk [4]. Apabila pada kejadian-kejadian
tersebut terjadi bentuk periodik dan memiliki tren linear, maka
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proses ini disebut proses Poisson majemuk dengan tren linar [4].
Proses ini sangat tepat jika digunakan untuk memodelkan ke-
jadian yang terjadi dengan pola periodik serta meningkat dan
mengikuti pola tren linear tertentu.

Penelitian tentang proses Poisson periodik majemuk telah
banyak diteliti, diantaranya pada [5-7]. Sedangkan penelitian
yang memiliki pola tren linear diteliti pada [8, 9]. Algoritma
yang sering digunakan dalam membangkitkan proses Poisson
baik berupa fungsi intensitas homogen maupun nonhomogen
adalah algoritma thinning process [10—12]. Algoritma ini kemudian
dikembangkan untuk membangkitkan proses Poisson majemuk
[13]. Generalisasi algoritma ini kemudian dikembangkan den-
gan menggunakan fungsi intensitas nonhomogen pada proses
Poissonnya dengan menggunakan distribusi eksponensial [14, 15|
dan gamma [16] pada komponen akibat dari suatu kejadian yang
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terjadi.

Penduga pada proses Poisson periodik majemuk memiliki
beberapa penduga yang harus dikaji. Penduga tersebut berupa
suatu fungsi, yaitu fungsi nilai harapan dan penduga fungsi
ragam, sehingga perlu dibahas. Pada penelitian terakhir belum
dibahas tentang penggunaan generalisasi algoritma proses thin-
ning terkait fungsi ragam pada proses Poisson periodik maje-
muk yang memiliki pola tren linear, sehingga pada penelitian ini
bertujuan membahas hal tersebut. Metode yang digunakan pada
penelitian ini adalah metode simulasi. Aplikasi dari fungsi ragam
dan penduganya seringkali digunakan untuk uji risiko diberbagai
disiplin ilmu, misalnya pada model kegagalan [17], model pemeli-
haraan [2], model reabilitas pada produksi automotif [18] dan
model risiko keselamatan pada industri konstruksi [19], sehingga
hal ini penting untuk dikaji.

2. Metode

Penelitian ini menggunakan metode simulasi dengan meng-
gunakan perangkat lunak Matlab 2014a, sedangkan untuk penya-
jian hasil analisis digunakan perangkat lunak Microsoft Excell
2013. Algoritma yang dikembangkan merupakan bentuk gener-
alisasi dari algoritma proses thinning. Proses thinning biasanya
hanya digunakan pada proses Poisson homogen dan nonho-
mogen saja. Proses thinning ini kemudian dikembangkan un-
tuk proses Poisson majemuk [13]. Algorima pada [13] dan [16]
digunakan untuk mengetahui keefektifan dari peduga-penduga.
Sehingga langkah awal sebelum melakukan proses simulasi
adalah membuat program pada perangkat lunak Matlab dan
melakukan proses simulasi yang dijelaskan pada bagian pemba-
hasan. Setelah hasil simulasi didapatkan, kemudian dilakukan
analisis keefektifan dari masing-masing penduga secara teori dan
simulasi. Sebelum melakukan simulasi dibahas dahulu tentang
penduga fungsi ragam, kekonsistenan dari penduga, bias dari
penduga, ragam dari penduga dan mean squared error (MSE) dari
penduga.

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Penduga Fungsi Ragam

Misalkan suatu proses Poisson dengan fungsi intensitas A
yaitu N (¢),t>0. Diasumsikan A mempunyai beberapa kompo-
nen, yaitu sebuah komponen yang memiliki pola kejadian mem-
bentuk tren linear dan sebuah komponen yang memilki pola
bentuk kejadian yang membentuk pola periodik dengan periode
7> 0yang diketahui yaitu \.. Sehingga, fungsi intensitas ), den-
gan s> 0 untuk setiap s, dapat dituliskan pada persamaan (1):

A(s) = Ac(s) +as, (1)

dimana 7 adalah periode, a adalah slope dengan asumsi a> 0 dari
tren linear dan A (s) adalah sebuah fungsi yang memilki pola
periodik. Fungsi intensitas A\. memenuhi persamaan (2):

Ac (S) =X (5+k7—) ) (2)

dimana k€N (bilangan natural), dan untuk setiap s>0.

Didefinisikan suatu proses Y (¢) ,¢>0 sebagai proses Pois-
son periodik majemuk dengan tren linear yang dirumuskan pada
persamaan (3):

N(t)

Y(t)=> X (3)
i=1

dengan X; bebas terhadap kejadian N (¢),¢>0, memiliki ni-
lai harapan p<oo, ragam o?<oo, dimana X;,i>1 meru-
pakan sebuah barisan peubah acak yang i.i.d serta diasumsikan
E (X}) <oo. Pengembangan model Persamaan (3) ini dikaji pada
[5-7].

Misalkan p,=F (Xlz). Fungsi ragam dari Y (¢) pada per-
samaan (3), dapat didefinisikan dengan V (¢) dan dapat diru-
muskan pada persamaan (4):

V()= E(N () E (X,%) = A(t) ia. @

Fungsiragam dari Y (¢) didapatkan dari hasil substitusi per-
samaan (4) ke dalam persamaan (3), sehingga didapatkan bentuk
persamaan (5):

2
Vv (t) = <kt,r7—9+Ac (tT) +at2) . (5)

Terdapat empat penduga yang dapat dirumuskan dari pen-
dugaan fungsi ragam V (¢) dengan menggunakan koleksi data
yang tersedia. Misalkan k, ,=|Z|, penduga bagi a [4], fdan
A (t-) 8], serta pso [7]:

a, = 2N(0:n]) 6
51 EN(U— 17 k)
On =1 (n/7)T ; L o
& (ln(n/T) 2)
kn,r B . B T
Aen ) =7 711 - y Mkl ]ik )7 +1])
(n/7) .
—a nty (t% - 2Ttr)
' (l" m/m) 2 ) :
~ o N
H2,n :W l:ZI X; (9)

dimana fiz ,, = 0 ketika N ([0,n]) = 0. Dari persamaan (6)-(9),
maka pada proses Poisson periodik majemuk dengan memiliki
pola tren linear dapat didefinisikan penduga bagi fungsi ragam-
nya pada persamaan (10):

. S 2\ ~
Vo (t) = (kt,TTen + Ac,n (tr) + &n) H2,n

dimana V,, () = 0, saat N ([0,n]) = 0.
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3.2.  Kekonsistenan Penduga

Untuk melihat keefektifan penduga yang telah dirumuskan,
maka perlu dikaji tentang kekonsistenan penduga-penduga.
Berikut beberapa lemma dan teorema yang telah dibuktikan pada
[9].

Lemma 1. Jika fungsi intensitas X\ terintegralkan lokal dan
memenuhi persamaan (1), maka

an—a. (11)

Lemma 2. Jika fungsi intensitas X\ terintegralkan lokal dan
memenuhi persamaan (1), maka
0,50, (12)

untuk n — oo. Artinya bahwa @1 merupakan penduga yang
konsisten bagi 6.

Lemma 3. Jika fungsi intensitas A terintegralkan lokal dan
memenuhi persamaan (1), maka

Aen (t) DAL (L), (13)

untuk n — oco. Artinya bahwa /A\Cm (t,) merupakan penduga
yang konsisten bagi A (t,).

Lemma 4. Jika fungsi intensitas X terintegralkan lokal, memenuhi
persamaan (1) dan terpenuhi pula 6 > 0 dan a > 0, maka den-
gan peluang 1,

N ([0,n]) = oo, (14)

untuk n — oo.

Teorema 1 (Kekonsistenan Lemah). Jika fungsi intensitas X ter-
integralkan lokal dan memenuhi persamaan (1) serta terpenuhi
pula bentuk pada persamaan (3), maka

Vi, ) SV (1), (15)

untuk n — oo. Artinya bahwa Vi, (t) merupakan penduga kon-
sisten lemah bagi V' (t).

3.3.  Bias, Ragam dan Mean Squared Error (MSE) Penduga

Berikut disajikan pembahasan terkait Bias Penduga, Ragam
Penduga dan Mean Squared Error (MSE) penduga dari fungsi ragam
[91.

Teorema 2 (Asymptotic Approximation to the Bias). Jika fungsi in-
tensitas )\ terintegralkan lokal dan memenuhi persamaan (1) serta
terpenuhi pula bentuk pada persamaan (3), maka

1
In(n/7)

(V (t) + %uQaT (ker +1) (ko7 — 2t)) y

v (em)

E (Vn (t)) — V() +

(16)

dan

n(t)) :m

(V ) + %mm (ke + 1) (o — 2t)) ”

v (wwm)

untuk n — oo, di mana v= 0.577215665. . . adalah konstanta
Euler.

Bias (

(17)

Teorema 3 (Asymptotic Approximation to the Variance). Jika
fungsi intensitas )\ terintegralkan lokal dan memenuhi persamaan
(1) serta terpenuhi pula bentuk pada persamaan (3), maka

Var (Vn (t)) = (71/7) a1 ((ker + 1) (2t — ky o 7) — t) po®

v (wem)

untuk n — oo, di mana yv= 0.577215665. . . adalah konstanta
Euler.

(18)

Akibat 1 (Asymptotic approximation to the mean squared er-
ror (MSE)). Jika fungsi intensitas X\ terintegralkan lokal dan
memenuhi persamaan (1) serta terpenuhi pula bentuk pada per-
samaan (3), maka

1 2
ln (n/T) aT ((ktﬂ— + 1) (2t — kt’TT) — t) 125)

v ()

untuk n — oo, di mana y= 0.577215665. . . adalah konstanta
Euler.

MSE (Vn (t)) -

(19)
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Penduga yang baik antara lain harus mempunyai ciri-ciri un-
biasedness, consistency, efficiency dan sufficiency [20]. Suatu pen-
duga tidak bias jika nilai yang diharapkan sama dengan nilai
parameter yang diestimasi. Penduga pada penelitian ini meru-
pakan penduga yang konsisten lemah, seperti yang dijelaskan
pada Teorema 1. Penduga ini juga merupakan penduga yang
tak bias secara asimtotik seperti yang ditunjukkan pada Teorema
2, Teorema 3 dan Akibat 1. Sedangkan penduga dikatakan pal-
ing efisien jika penduga tersebut tidak bias dan variansinya pal-
ing rendah di antara semua kemungkinan penduga yang tidak
bias yang dibuat. Nilai varians yang kecil dari penduga tertentu
memastikan dispersi kecil dari pendugaan nilai parameter yang
tidak diketahui yang dapat diperoleh. Penduga dengan ragam
yang lebih rendah lebih efisien dibandingkan penduga lainnya.
Penduga suatu parameter yang tidak diketahui dianggap cukup
jika penduga tersebut memuat seluruh informasi yang terkan-
dung dalam sampel yang diambil dan tidak ada estimator lain
yang memberikan lebih banyak informasi mengenai parameter
yang diestimasi [20]. Suatu penduga dapat dianggap sebagai
penduga yang tepat jika variabilitasnya rendah dalam percobaan
berulang. Sederhananya, ketepatan suatu penduga berdasarkan
besarnya ragamnya. Ragam yang kecil menunjukkan bahwa esti-
mator memberikan jawaban yang kira-kira sama bila digunakan
berulang kali. Jika suatu penduga sangat tepat tetapi juga selalu
sangat jauh dari nilai sebenarnya dari parameternya, maka diang-
gap cacat [21].

3.4.  Simulasi Penyusunan Penduga dengan Generalisasi Algoritma
Thinning Proses

Pengamatan pada panjang interval waktu terbatas dari pen-
duga perlu diamati, sehingga dilakukan simulasi untuk melihat
perilaku yang terjadi. Pada bagian ini disajikan simulasi dengan
membangkitkan realisasi dari pross Poisson majemuk yang memi-
liki pola periodik dan terjadinya suatu tren linear dengan panjang
interval [0,¢]. Dari persamaan (1), maka dapat diambil contoh
fungsi intensitas pada persamaan (20):

ot
A(t) = sin (”) +1+40.01t.

3 (20)

Dengan menggunakan rumusan pada persamaan (6), (7), (8)
dan (9), maka simulasi ini bertujuan untuk menyelidiki perilaku
penduga bagi slope a, 0, A, (t.) dan uo, sehingga didapatkan
perilaku penduga-penduga bagi fungsi ragam V (¢) pada per-
samaan (10). Pada simulasi ini dilakukan untuk n=1100, 3300,
5500, 7700 dan 9900 sebagai panjang interval dari data penga-
matan dengan alasan mengambil ketelitian dari salah satu pen-
duga, yaitu a, di bawah 5%, dan dengan banyak pengulangan

masing-masing 10 kali. Nilai dari Bias (Vn (t)) , Var (Vn (t)) dan
MSE (Vn (t)) disajikan pula pada bagian ini.

Tahapan Pembuatan Program Simulasi Model

Simulasi dilakukan dalam dua tahapan, yaitu tahapan pem-
buatan program simulasi model dan tahapan analisis simulasi
model. Tahapan pembuatan program simulasi model adalah se-
bagai berikut:

1. Membuat function flambda(a, s, tau, up, amp),
fasli(a, mu, s, up, amp) dan lambdastar(a, n, tau, up, amp)

pada persamaan (20) untuk panjang interval waktu [0, ¢].

2. Membuat function nhpprealization(a, n, tau, up, amp)untuk
mendapatkan realisasi dari proses Poisson periodik dengan
pola tren linear dengan fungsi intensitas (20). Teknik yang
digunakan untuk membangkitkan nonhomogeneous Poisson
process (NHPP) yaitu dengan teknik thinning process.

3. Membuat function slope(X, n) untuk mendapatkan penduga
G-

4. Membuat function thetaduga(X, n, tau, aduga) untuk men-
dapatkan penduga @1

5. Membuat function lambdactr(X, n, tau, aduga, titik) untuk
mendapatkan penduga /A\C,n (ty).

6. Membuat function miu2(X,mu) untuk mendapatkan pen-

duga fig .
7. Membuat function utama EVFCCPPLT
(n,t,tau, a,ulang, mu,up,amp)  dengan  mendefin-

isikan variabel input dan output. Variabel input yaitu, n
(panjang interval data pengamatan), ¢ (panjang interval
waktu pengamatan), tau (periode), a (slope), ulang (banyak
pengulangan), mu (second moment dari sebaran exponen-
sial), up (kenaikan fungsi intensitas) dan amp (amplitudo
fungsi intensitas). Variabel output yaitu, V't (nilai dari fungsi
ragam). Function ini berfungsi memanggil semua function
sebelumnya dan menghitung penduga bagi a, 6, A. (¢,),
o dan V (t). Dalam function ini juga menampilkan plotting
V't untuk melihat perkembangan V;, (¢) ketika interval data
pengamatan yang dipilih semakin diperpanjang.

8. Melakukan perhitungan dan menampilkan grafik dari bias
penduga, ragam penduga dan mean squared error (MSE) pen-
duga.

Tahapan Analisis Simulasi Model

Pertama-tama dilihat banyaknya event atau kejadian yang
terjadi antara data aktual dan simulasi. Kemudian dilihat pula
perubahan nilai penduga bagi a, 6, A. (), pe dan V (¢), jika
interval data pengamatan diperpanjang dengan n=1100, 3300,
5500, 7700 dan 9900 pada interval waktu [0,¢] = [0, 22]. Tabel
1 berturut-turut merupakan rata-rata kejadian dan nilai penduga
bagi a, 6, dan ps secara aktual dan simulasi menggunakan soft-
ware Matlab.

Hasil simulasi yang disajikan pada Tabel 1 menunjukkan
bahwa para penduga sudah cukup baik untuk mendekati nilai ak-
tual [20, 21]. Terlihat bahwa penduga a,, menuju ke nilai a dan
penduga 6,, menuju ke nilai 6 ketika nilai » semakin bertambah
walau bergerak sangat lambat. Hasil ini sesuai dengan Lemma 1
dan Lemma 2 pada n yang terbatas. Pada jiz ,, terlihat pula bahwa
penduga sangat baik dimana menghasilkan nilai yang dekat den-
gan nilai po yaitu 0,5. Pada rata-rata kejadian terlihat bahwa
semakin panjang interval waktu pengamatan, maka banyak ke-
jadian semakin meningkat. Hasil ini juga sesuai dengan Lema
4 pada n yang terbatas. Penduga bagi A, (¢,) merupakan pen-
duga yang berupa fungsi yang bergantung pada nilai ¢,., dengan
t, =t— | L] 7. Gambar 1 merupakan rata-rata A, (¢,) dari hasil
simulasi dan nilai aktual.

Nilai rata-rata penduga Kw (t,) dari hasil simulasi pada
Gambar 1 didapatkan bahwa penduga menuju ke nilai A.. (¢,) jika
nilai n semakin bertambah walau sangat lambat. Hasil ini sesuai
dengan Lemma 3 pada n yang terbatas. Pada kasus ini penduga

JJoM | Jambura J. Math

Volume 6 | Issue 1 | February 2024



S. Abdullah, I. W. Mangku, H. Mursyidah, M. Huda, E Ikhsan, dan S. I. U. Chasanah — Implementasi Penggunaan Generalisasi Thinning Process ... 27
Tabel 1. Rata-rata banyak kejadian, a, 0,, dan 2.n
Simbol n Rata-rata kejadian ~ Rata-rata a,, Rata-rata §,, Rata-rata jiz .
N1 1100 7107,10 0,01174 0,69986 0,4987
N2 3300 57579,50 0,01059 0,74202 0,50009
N3 5500 156358 0,01032 0,75859 0,5001
N4 7700 303720,90 0,01023 0,7638 0,49991
N5 9900 499615,70 0,0102 0,76705 0,4996
Nilai Aktual 0,01 1 0,50
==@-n=1100 n=3300 n=5500 «=@==n=7700 ==@==n=9900
[n=1100 [ n=3300 n=5500 [En=7700 [En=9900 [ Aktual
3.5
6
3
g 25
§ 2 % 2
=
0 é 1.5
0123, 5 1
678910111213141516 ! s
17 18 19 20 21 2 -
0
01234586 7 829 10111213141516171819202122t
Gambar 1. Rata-rata A. , (¢,) hasil simulasi
yang paling dekat yaitu ketika n= 9900. Gambar 2 merupakan Gambar 3. Nilai Bias (Vn (t)) hasil simulasi
rata-rata V,, (¢) dari hasil simulasi dan nilai aktual.
==@-—n=1100 n=3300 n=5500 «=@==n=7700 ==@==n=9900
14 35
12 3
2.5
10 =
z 2
= 8 >
= = 15
> 6 g
1
4
0.5
2
0 t
0 t 01 2 3 45 6 7 8 9 101112 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

012 3 456 7 8 9 101112 13 14 1516 17 18 19 20 21 22

=@ Aktual ==@=n=1100 n=3300 N=5500 ==@==n=7700 ==@==n=9500

Gambar 2. Rata-rata V,, (¢) hasil simulasi

Nilai rata-rata penduga V,, (t) dari hasil simulasi pada Gam-
bar 2 didapatkan bahwa penduga menuju ke nilai V' (¢) jika nilai n
semakin bertambah walau sangat lambat. Hasil ini sesuai dengan
Teorema 1 pada n yang terbatas. Pada kasus ini penduga yang
paling dekat yaitu ketika n= 9900. Hasil ini juga menunjukkan
bahwa semakin panjang interval (), maka nilai dari penduga se-
makin menjauhi nilai aktual. Hal ini sesuai dengan rumusan dari
V (t) dan V,, () pada persamaan (5) dan (10).

Perhitungan bias penduga bagi V (¢) pada simulasi ini
menmiliki sifat penduga under estimation, maka bias penduga dapat
dihitung dengan nilai absolut dari persamaan bias penduga. Se-

hingga didapatkan perubahan nilai Bias (Vn (t)) yang disajikan
pada Gambar 3.
Nilai nilai Bias (Vn (t)) dari hasil simulasi pada Gambar

3 didapatkan bahwa penduga menuju ke 0 jika nilai n semakin
bertambah. Hasil ini sesuai dengan Teorema 2 pada n yang ter-
batas. Perhitungan ragam penduga bagi V (¢) disajikan pada
Gambar 4.

Nilai Var <Vn (t)) dari hasil simulasi pada Gambar 4 didap-

Gambar 4. Nilai Var (Vn (t)) hasil simulasi

atkan bahwa penduga menuju ke 0 jika nilai n semakin bertam-
bah. Hasil ini sesuai dengan Teorema 3 pada n yang terbatas.
Gambar 5 merupakan hasil simulasi nilai MSE penduga.

14
12

10

MSE (Vn(t))

012 3 456 7 8 910111213 141516 17 18 19 20 21 22

=@=—n=1100 =—=@=n=3300 n=5500 n=7700 ==@==n=9900

Gambar 5. Nilai MSE (Vn (t)) hasil simulasi

Nilai nilai MSE (Vn (t)) dari hasil simulasi pada Gambar
5 didapatkan bahwa penduga menuju ke 0 jika nilai n semakin
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bertambah. Hasil ini sesuai dengan Akibat 1 pada n yang ter-
batas. Pada kasus ini penduga yang memiliki MSE yang paling
kecil yaitu ketika n= 9900.

4. Kesimpulan

Implementasi dari penggunaan generalisasi algoritma thin-
ning process pada proses Poisson majemuk yang memiliki pola
periodik serta memiliki pola tren linear telah dilakukan. Al-
goritma ini dimplementasikan terhadap penduga fungsi ragam.
Hasil simulasi didapatkan beberapa penduga proses Poisson ma-
Jemuk yang telah didefinisikan sudah cukup baik untuk menuju
nilai aktual seperti a,, dan fi2 . Pada penduga 6,,, A. ,, (¢,), dan

V. (t) cukup lambat. Hal ini mengakibatkan nilai Bias (Vn (t)),

Var (Vn (t)), dan MSE (Vn (t)) pergerakannya masih lambat

meskipun semakin menuju ke 0, sehingga selanjutnya dapat di-
lakukan modifikasi terhadap model yang dikaji.
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