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Struktur Simplektik pada Aljabar Lie Affine aff(2,R)

Aurillya Queency1,∗, Edi Kurniadi1, dan Firdaniza Firdaniza1

1Departemen Matematika, Universitas Padjadjaran, Indonesia

ABSTRAK. Pada penelitian ini dipelajari tentang aljabar Lie affine aff(2,R). Penelitian ini bertujuan untuk menen-
tukan 1-form pada aljabar Lie affine aff(2,R) yang dikaitkan dengan struktur simplektiknya sedemikian sehingga
aljabar Lie affine aff(2,R)merupakan aljabar Lie Frobenius. Elemen-elemen dari aljabar Lie affine aff(2,R) didefin-
isikan dalam bentuk matriks kemudian dihitung bracket Lie dan dibentuk matriks struktur dari aljabar Lie affine
aff(2,R). 1-form dari aljabar Lie affine aff(2,R) diperoleh dari determinan matriks struktur aljabar Lie affine
aff(2,R). Selanjutnya, dibuktikan bahwa 2-form-nya bersifat simplektik dan berkaitan dengan 1-form-nya. Hasil
yang diperoleh adalah aljabar Lie affine aff(2,R) mempunyai 1-form α = ε∗

12 + ε∗
23 pada aff(2,R)∗ yang berkai-

tan dengan symplectic form-nya, yaitu β = ε∗
11 ∧ ε∗

12 + ε∗
12 ∧ ε∗

22 + ε∗
21 ∧ ε∗

13 + ε∗
22 ∧ ε∗

23 sedemikian sehingga
aljabar Lie affine aff(2,R) merupakan aljabar Lie Frobenius. Untuk penelitian selanjutnya, dapat dikembangkan
pada aljabar Lie affine dengan dimensi n(n+ 1).

ABSTRACT. In this research, we studied the affine Lie algebra aff(2,R). The aim of this research is to determine
the 1-form in affine Lie algebra aff(2,R) which is associated with its symplectic structure so that affine Lie algebra
aff(2,R) is a Frobenius Lie algebra. Realized the elements of the affine Lie algebra aff(2,R) in matrix form, then
calculated the Lie brackets and formed the structure matrix of the affine Lie algebra aff(2,R). 1-form of the affine
Lie algebra aff(2,R) is obtained from the determinant of the structure matrix of the affine Lie algebra aff(2,R).
Furthermore, proved that the 2-form is symplectic and related to the 1-form. The result obtained is that the affine
Lie algebra aff(2,R) has 1-form α = ε∗

12 + ε∗
23 on aff(2,R)∗ which is related to its symplectic structure, β =

ε∗
11∧ε∗

12+ε∗
12∧ε∗

22+ε∗
21∧ε∗

13+ε∗
22∧ε∗

23 such that the affine Lie algebra aff(2,R) is a Frobenius Lie algebra.
For further research, it can be developed into an affine Lie algebra with dimensions n(n+ 1).

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of JJBM: Department of Mathematics, Uni-
versitas Negeri Gorontalo, Jln. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan
Aljabar Lie merupakan salah satu jenis aljabar yang diperke-

nalkan pertama kali pada tahun 1873-1874 oleh Sophus Lie, se-
orang matematikawan asal Norwegia [1]. Aljabar Lie adalah ru-
ang vektor atas lapangan F dengan bracket Lie yang memenuhi
kondisi-kondisi pemetaan bilinear, skew-symmetric, dan identitas
Jacobi [2]. Penelitian tentang aljabar Lie sudah banyak dilakukan,
seperti representasi aljabar Lie [3–6], aljabar Lie nilpoten [7–9],
dan penggunaan aljabar Lie untuk menyelesaikan model populasi
biologis [10].

Aljabar Lie mempunyai beberapa jenis kelas, salah satunya
adalah aljabar Lie Frobenius, yaitu jika indeks suatu aljabar Lie
sama dengan nol [11] atau jika orbit coadjoint suatu grup Lie buka
di ruang dual aljabar Lie-nya [12]. Aljabar Lie Frobenius banyak
dibahas dalam beberapa penelitian lebih lanjut, seperti alternat-
ing bilinear form dari aljabar Lie Frobenius adalah nondegenerate
[13], klasifikasi dari kelas isomorfisma pada aljabar Lie Frobenius
untuk dimensi≤ 6 [14], dan representasi grup Lie dari aljabar Lie
Frobenius berdimensi 4 memiliki representasi unitar yang bersi-
fat square-integrable [15].

Aljabar Lie affine aff(n,R) merupakan salah satu contoh
∗Penulis Korespondensi.
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dari aljabar Lie Frobenius yang elemen-elemennya dapat ditulis
dalam bentuk matriks{(

A b
0 0

)
| A ∈ gl(n,R), b ∈ Rn

}
.

Sudah banyak hasil penelitian yang diperoleh mengenai aljabar
Lie affine, misalnya tentang semua turunan dari aljabar Lie affine
akan selalu inner [16] dan aljabar simetrik kiri dari aljabar Lie
affine aff(1,R) merupakan aljabar Lie Frobenius berdimensi 2
dengan 1-form α = ε∗12 yang berkorespondensi dengan 2-form
β = −ε∗11 ∧ ε∗12 dan hubungan antara keduanya dinyatakan oleh
β(x,y) = −α([x,y]) untuk setiap x,y ∈ aff(1,R) [17].

Hubungan antara 1-form α dan 2-form β pada aljabar Lie
affine aff(n,R) berdimensi n(n+1) didefinisikan pada [12] dalam
bentuk β(x,y) = α([x,y]) untuk setiap x,y ∈ aff(n,R). Na-
mun demikian, hasil yang diperoleh dalam [12] hanya formula un-
tuk 1-form α tetapi belum diberikan formula untuk 2-form β yang
bersifat skew-symmetric dan nondegenerate. Oleh karena itu, dalam
penelitian ini dikonstruksi bentuk 2-form β yang bersifat skew-
symmetric dan nondegenerate khususnya untuk kasus n = 2, yaitu
aljabar Lie aff(2,R) berdimensi 6. Dalam hal ini, 1-form α dan
2-form β memenuhi hubungan β(x,y) = α([x,y]) untuk setiap
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x,y ∈ aff(2,R) dan 2-form β bersifat skew-symmetric dan nonde-
generate sehingga aljabar Lie affine aff(2,R) merupakan aljabar
Lie Frobenius. Bentuk 1-form α tersebut dinamakan fungsional
Frobenius dan 2-form β dinamakan symplectic form. Penelitian ini
sangat penting untuk memotivasi penelitian selanjutnya, yaitu
untukmengonstruksi bentuk 2-form skew-symmetric dan nondegen-
erate pada aljabar Lie affine aff(n,R) dan membuktikan bahwa
aljabar Lie affine aff(n,R) merupakan aljabar Lie Frobenius.

2. Metode
Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah studi lit-

eratur mengenai symplectic form, aljabar Lie, dan aljabar Lie Frobe-
nius. Secara eksplisit, penelitian dilakukan mengikuti langkah-
langkah berikut:
1. Mendefinisikan aljabar Lie affine aff(2,R).
2. Mendefinisikan B = {ε11, . . . , ε23} basis aljabar Lie affine

aff(2,R) dan B∗ = {ε∗11, . . . , ε∗23} basis aff(2,R)∗, yaitu
dual basis aljabar Lie affine aff(2,R) dimana εij adalah ma-
triks 3× 3 dengan elemen 1 pada baris ke-i dan kolom ke-j.

3. Mengonstruksi bracket Lie [εij , εkl] tak nol.
4. Menentukan matriks struktur dan determinannya.
5. Menentukan 1-form α pada aljabar Lie affine aff(2,R), den-

gan mengacu pada determinan matriks struktur yang telah
diperoleh.

6. Menentukan 2-form β pada aljabar Lie affine aff (2,R) dan
menunjukkan bahwa β(x,y) = α([x,y]) untuk setiap
x,y ∈ aff(2,R) atau 1-form α berkorespondensi dengan
2-form β.

7. Menunjukkan bahwa β merupakan symplectic form, yaitu
dengan menunjukkan 2-form β skew-symmetric dan nondegen-
erate sehingga dapat disimpulkan bahwa aljabar Lie affine
aff(2,R) mempunyai fungsional Frobenius α yang berkore-
spondensi dengan symplectic form β sedemikian sehingga al-
jabar Lie affine aff(2,R) merupakan aljabar Lie Frobenius.
Berikut adalah teori-teori dasar yang digunakan pada

penelitian ini. Definisi 1-4 yangmerujuk pada [2], Teorema 1 yang
merujuk pada [6], serta Definisi 5 dan Definisi 6 yang masing-
masing merujuk pada [11, 12] digunakan untuk membuktikan
hasil utama pada penelitian ini.

Definisi 1. Misalkan B = {ε1, . . . , εn} basis dari V . Him-
punan B∗ = {ε∗1, . . . , ε∗n}, di mana ε∗i : V → R suatu 1-form
yang didefinisikan oleh

ε∗i (εj) =

{
1, jika i = j
0, jika i ̸= j,

disebut basis untuk V ∗ dual terhadap basis B.

Definisi 2. Misalkan V ruang vektor atas lapangan R. Symplec-
tic form pada V adalah pemetaan bilinear ω : V ×V → R yang
memenuhi kondisi-kondisi berikut:
1. ω adalah bilinear form pada V ,
2. ω skew-symmetric: Untuk setiap v,w ∈ V , berlaku

ω(w,v) = −ω(v,w),

3. ω nondegenerate: Jika v ∈ V memiliki sifat bahwa
ω(v,w) = 0, untuk setiap w ∈ V, maka v = 0.

Pasangan (V, ω) disebut sebagai ruang vektor simplektik.

Definisi 3. Misalkan V ruang vektor berdimensi n dengan basis
B = {ε1, . . . , εn} dan B∗ = {ε∗1, . . . , ε∗n} basis V ∗ dual
terhadap B. Untuk setiap 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n, didefinisikan
k-form pada V , yaitu ε∗i1 ∧ · · · ∧ ε∗ik sebagai

(
ε∗i1 ∧ · · · ∧ ε∗ik

)
(v1, . . . , vk) =

∣∣∣∣∣∣∣
ε∗i1 (v1) . . . ε∗i1 (vk)

...
. . .

...
ε∗ik (v1) . . . ε∗ik (vk)

∣∣∣∣∣∣∣
untuk setiap v1, . . . , vk ∈ V dan ∧ suatu wedge product antar
1-form.

Definisi 4. Misalkan V ruang vektor berdimensi n dengan B =
{ε1, . . . , εn} dan B∗ = {ε∗1, . . . , ε∗n} basis V ∗ dual terhadap
B. Penjumlahan 2-form pada V didefinisikan sebagai(
ε∗i1 ∧ ε∗i2 + · · ·+ ε∗ik−1

∧ ε∗ik

)
(v1,v2) =

(
ε∗i1 ∧ ε∗i2

)
(v1,v2) + . . .

+
(
ε∗ik−1

∧ ε∗ik

)
(v1,v2)

untuk setiap v1,v2 ∈ V dan 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n.

Teorema 1. Misalkan g aljabar Lie atas lapanganR dengan basis
B = {x1, . . . ,xn}. Skew-symmetric 2-form β pada g dikatakan
nondegenerate jika dan hanya jika

|Mβ | =

∣∣∣∣∣∣∣
β (x1,x1) . . . β (x1,xn)

...
. . .

...
β (xn,x1) . . . β (xn,xn)

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, 1 ≤ i, j ≤ n

dengan Mβ matriks representasi untuk β.

Bukti. ( ⇒ ) Diketahui bahwa g aljabar Lie atas lapangan R den-
gan basis B = {x1, . . . ,xn} dan skew-symmetric 2-form β pada g
nondegenerate.

Akan dibuktikan bahwa det(Mβ) ̸=0 . Untuk melihat ini,
claim bahwa matriks persegi Mβ = (β (xi,xj)) , 1 ≤ i, j ≤ n
merupakan matriks representasi dari β. Ambil u,v ∈ g sem-
barang yang dapat ditulis sebagai berikut:

u = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk + · · ·+ αnxn,

v = γ1x1 + γ2x2 + · · ·+ γkxk + · · ·+ γnxn,

untuk suatu skalar αk, γk ∈ R dengan 1 ≤ k ≤ n. Berdasarkan
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pendefinisian tersebut, diperoleh

β (u,v) =
(
α1 α2 . . . αn

)
β (x1,x1) β (x1,x2) · · · β (x1,xj)
β (x2,x1) β (x2,x2) · · · β (x2,xj)

...
...

. . .
...

β (xi,x1) β (xi,x2) · · · β (xn,xn)




γ1
γ2
...
γn

 .

Jadi, Mβ = (β (xi,xj)) , 1 ≤ i, j ≤ n merupakan matriks repre-
sentasi dari β. Kemudian, asumsikan bahwa B basis standar un-
tuk g, maka β (u,v) = uTMβv. Karena 2-form β skew-symmetric
dan nondegenerate, maka β (u,v) = vTMβu = 0. Berdasarkan
sifat nondegeneracy, β (u,v) = vTMβu = 0 terpenuhi untuk se-
tiap v ∈ g jika u = 0. Artinya, untuk setiap v ∈ g, Mβu = 0
hanya memiliki solusi trivial u = 0 atau Mβ invertible. Jadi,
det(Mβ) ̸=0 .

(⇐) Diketahui bahwa g aljabar Lie atas lapangan R den-
gan basis B = {x1, . . . ,xn} dan det(Mβ) ̸=0 , artinya matriks
Mβ invertible. Akan dibuktikan bahwa skew-symmetric 2-form β
nondegenerate. Untuk melihat ini, ambil u,v ∈ g sembarang.
Berdasarkan pembuktian sebelumnya, jika β (u,v) = vTMβu =
0, maka vTMβu = 0 hanya dipenuhi oleh Mβu = 0 untuk se-
tiap v ∈ g. KarenaMβ invertible, makaMβu = 0 hanya memiliki
solusi trivial u = 0. Berdasarkan Definisi 2 bagian 3, dapat dis-
impulkan jika β (u,v) = 0 terpenuhi untuk setiap v ∈ g, maka
u = 0. Jadi, skew-symmetric 2-form β nondegenerate.

Definisi 5. Misalkan g aljabar Lie atas lapangan R dengan basis
{x1, . . . ,xn}, g dikatakan aljabar Lie Frobenius jika salah satu
kondisi berikut dipenuhi:
1. det ([xi,xj ]) ̸= 0, dengan [xi,xj ] merupakan entri dari

aljabar simetrik S(g),
2. det(f([xi,xj ])) ̸= 0 untuk suatu f ∈ g∗,
3. Terdapat fungsional linear f ∈ g∗ sedemikian sehingga al-

ternating bilinear form pada g, (x,y) → f([x,y]) nonde-
generate,

4. g adalah aljabar Lie dengan indeks 0.

Definisi 6. Pasangan (g, α) dengan g aljabar Lie dan α fung-
sional linear dikatakan Frobenius jika terdapat skew-symmetric
2-form β sedemikian sehingga untuk setiap x,y ∈ g pemetaan

β (x,y) = α ([x,y])

adalah nondegenerate.

Contoh 1. Aljabar Lie affine aff(1,R) dapat dinyatakan
dalam bentuk

aff (1,R) =
{(

A b
0 0

)
| A ∈ gl(1,R), b ∈ R

}
.

Dapat ditunjukkan bahwa aljabar Lie affine aff(1,R) mempun-
yai fungsional Frobenius pada aff(1,R)∗ yang berkorespondensi
dengan symplectic form-nya sedemikian sehingga aljabar Lie affine
aff(1,R) merupakan aljabar Lie Frobenius. Basis standar dari al-
jabar Lie affine aff(1,R) adalah

ε11 =

(
1 0
0 0

)
, ε12 =

(
0 1
0 0

)
(1)

dan basis dual dari aljabar Lie affine aff(1,R) adalah

ε∗11 =

(
1 0
0 0

)
, ε∗12 =

(
0 0
1 0

)
.

Dengan komutator matriks [x,y] = xy − yx, untuk setiap
x,y ∈ aff(1,R) dan basis standar pada persamaan (1), diperoleh
bracket Lie tak nol dari aljabar Lie affine aff(1,R), yaitu

[ε11, ε12] = ε12. (2)

Selanjutnya, diperoleh determinan matriks dari struktur aljabar
Lie affine aff(1,R) dengan menggunakan bracket Lie tak nol pada
persamaan (2) yaitu

det(Maff(1,R)) =

∣∣∣∣ [ε11, ε11] [ε11, ε12]
[ε12, ε11] [ε12, ε12]

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 0 ε12
−ε12 0

∣∣∣∣
= ε212.

(3)

Berdasarkan determinan pada persamaan (3), pilih 1-form α den-
gan bentuk

α = ε∗12. (4)

Kemudian, pilih 2-form β dengan bentuk

β = ε∗11 ∧ ε∗12. (5)

Dengan menggunakan 1-form dan 2-form yang telah ditentukan
pada persamaan (4) dan persamaan (5), diperoleh hasil perhitun-
gan pada Tabel 1.

Tabel 1. Hasil perhitungan β(x,y) dan α([x,y]) untuk se-
tiap x,y ∈ aff(1,R)

[x,y] β(x,y) α([x,y])

[ε11, ε11] 0 0
[ε11, ε12] 1 1
[ε12, ε11] -1 -1
[ε12, ε12] 0 0
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Perhatikan Tabel 1 kolom 2 dan 3. Terlihat bahwa β(x,y) =
α([x,y]) untuk setiap x,y ∈ aff(1,R) atau 1-form α = ε∗12
berkorespondensi dengan 2-form β = ε∗11 ∧ ε∗12. Selain itu, hasil
pada Tabel 1 menunjukkan bahwa β (x,y) = −β(y,x) untuk se-
tiap x,y ∈ aff(1,R) atau β bersifat skew-symmetric. Selanjutnya,
dengan menggunakan hasil perhitungan β (x,y) pada Tabel 1
kolom 2, diperoleh determinan matriks representasi dari aljabar
Lie affine aff(1,R), yaitu

det(Mβ) =

∣∣∣∣ β (ε11, ε11) β (ε11, ε12)
β (ε12, ε11) β (ε12, ε12)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 0 1
−1 0

∣∣∣∣
= 1.

(6)

Perhatikan hasil determinan pada persamaan (6). Terlihat bahwa
det(Mβ) ̸= 0, sehingga β nondegenerate. Berdasarkan Defin-
isi 5 dan Definisi 6, dapat disimpulkan bahwa aljabar Lie affine
aff(1,R) mempunyai fungsional Frobenius α = ε∗12 pada
aff(1,R)∗ yang berkorespondensi dengan symplectic form-nya
β = ε∗11 ∧ ε∗12 sedemikian sehingga aljabar Lie affine aff(1,R)
merupakan aljabar Lie Frobenius.

3. Hasil dan Pembahasan

Hasil utama pada penelitian ini dinyatakan dalam Proposisi
1. Berbeda dengan hasil dalam [12], pada penelitian ini dikon-
struksi 2-form β yang bersifat skew-symmetric dan nondegenerate
serta memenuhi hubungan β(x,y) = α([x,y]) untuk setiap
x,y ∈ aff(2,R). Kondisi ini mengakibatkan aljabar Lie affine
aff(2,R) merupakan aljabar Lie Frobenius.

Proposisi 1. Misalkan aff(2,R) aljabar Lie affine berdimensi
6 dengan basis B = {ε11, ε12, ε13, ε21, ε22, ε23} dan mis-
alkan aff(2,R)∗ dual ruang vektor dari aff(2,R) dengan basis
B∗ = {ε∗11, ε∗12, ε∗13, ε∗21, ε∗22, ε∗23}. Maka untuk suatu fung-
sional Frobenius α = ε∗12+ε∗23 ∈ aff(2,R)∗, terdapat symplec-
tic form

β = ε∗11∧ε∗12+ε∗12∧ε∗22+ε∗21∧ε∗13+ε∗22∧ε∗23 ∈ ∧2(aff(2,R))

yang hubungan keduanya diberikan oleh persamaan

β (x,y) = α([x,y])

untuk setiap x, y ∈ aff(2,R). Lebih jauh, kondisi ini mengaki-
batkan aljabar Lie affine aff(2,R) adalah aljabar Lie Frobenius.

Bukti. Aljabar Lie affine aff(2,R) dapat dinyatakan sebagai

aff(2,R) =
{ (

A b
0 0

)
| A ∈ gl(2,R),b ∈ R2

}
.

Misalkan B = {ε11, ε12, ε13, ε21, ε22, ε23} basis standar aljabar
Lie affine aff(2,R) yang dapat dinyatakan sebagai berikut:

ε11 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , ε12 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

ε13 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , ε21 =

 0 0 0
1 0 0
0 0 0

 ,

ε22 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , ε23 =

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 .

(7)

Kemudian, misalkan B∗ = {ε∗11, ε∗12, ε∗13, ε∗21, ε∗22, ε∗23}
dual basis aljabar Lie affine aff(2,R). Elemen-elemen B∗ dapat
dinyatakan sebagai berikut:

ε∗11 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , ε∗12 =

 0 0 0
1 0 0
0 0 0

 ,

ε∗13 =

 0 0 0
0 0 0
1 0 0

 , ε∗21 =

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

ε∗22 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , ε∗23 =

 0 0 0
0 0 0
0 1 0

 .

Dengan komutator matriks, yaitu [x,y] = xy − yx, untuk se-
tiap x,y ∈ aff(2,R) dan basis standar yang dinyatakan pada
persamaan (7), diperoleh bracket Lie tak nol dari aljabar Lie affine
aff(2,R) sebagai berikut:

[ε11, ε12] = ε12, [ε11, ε13] = ε13, [ε11, ε21] = −ε21,

[ε12, ε11] =− ε12, [ε12, ε21] = ε11 − ε22, [ε12, ε22] = ε12,

[ε12, ε23] = ε13, [ε13, ε11] = −ε13, [ε13, ε21] = −ε23,

[ε21, ε11] = ε21, [ε21, ε12] = ε22 − ε11, [ε21, ε13] = ε23,

[ε21, ε22] =− ε21, [ε22, ε12] = −ε12, [ε22, ε21] = ε21,

[ε22, ε23] = ε23, [ε23, ε12] = −ε13, [ε23, ε22] = −ε23.

(8)

Selanjutnya, diperoleh determinan matriks struktur dari al-
jabar Lie affine aff(2,R) dengan menggunakan bracket Lie tak nol
pada persamaan (8), yaitu

det
(
Maff(2,R)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣
[ε11, ε11] . . . [ε11, ε23]

...
. . .

...
[ε23, ε11] . . . [ε23, ε23]

∣∣∣∣∣∣∣
=

(
ε11ε13ε23 + ε223ε12 − ε213ε21 − ε13ε22ε23

)2
(9)

Berdasarkan determinan pada persamaan (9), dipilih 1-form
α dengan bentuk

α = ε∗12 + ε∗23. (10)

Dengan kata lain, persamaan (10) adalah fungsional Frobenius.
Selanjutnya, kita claim 2-form β yang berbentuk
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β = ε∗11 ∧ ε∗12 + ε∗12 ∧ ε∗22 + ε∗21 ∧ ε∗13 + ε∗22 ∧ ε∗23 (11)

adalah symplectic form. Dengan menggunakan fakta bahwa α
dalam persamaan (10) adalah fungsional Frobenius, diperoleh
hasil perhitungan pada Tabel 2.

Tabel 2. Hasil perhitungan β(x,y) dan α([x,y]) untuk se-
tiap x,y ∈ aff(2,R)

[x,y] β(x,y) α([x,y])

[ε11, ε11] 0 0
[ε11, ε12] 1 1
[ε11, ε13] 0 0
[ε11, ε21] 0 0
[ε11, ε22] 0 0
[ε11, ε23] 0 0
[ε12, ε11] -1 -1
[ε12, ε12] 0 0
[ε12, ε13] 0 0
[ε12, ε21] 0 0
[ε12, ε22] 1 1
[ε12, ε23] 0 0
[ε13, ε11] 0 0
[ε13, ε12] 0 0
[ε13, ε13] 0 0
[ε13, ε21] -1 -1
[ε13, ε22] 0 0
[ε13, ε23] 0 0
[ε21, ε11] 0 0
[ε21, ε12] 0 0
[ε21, ε13] 1 1
[ε21, ε21] 0 0
[ε21, ε22] 0 0
[ε21, ε23] 0 0
[ε22, ε11] 0 0
[ε22, ε12] -1 -1
[ε22, ε13] 0 0
[ε22, ε21] 0 0
[ε22, ε22] 0 0
[ε22, ε23] 1 1
[ε23, ε11] 0 0
[ε23, ε12] 0 0
[ε23, ε13] 0 0
[ε23, ε21] 0 0
[ε23, ε22] -1 -1
[ε23, ε23] 0 0

Perhatikan Tabel 2 pada kolom 2 dan 3. Terlihat bahwa
β(x,y) = α([x,y]) untuk setiap x,y ∈ aff(2,R) atau fung-
sional Frobenius α = ε∗12+ε∗23 berkorespondensi dengan 2-form
β = ε∗11∧ε∗12+ε∗12∧ε∗22+ε∗21∧ε∗13+ε∗22∧ε∗23. Selain itu, hasil
pada Tabel 2 menunjukkan bahwa β (x,y) = −β(y,x) atau β
bersifat skew-symmetric. Selanjutnya, dengan menggunakan hasil
perhitungan β (x,y) pada Tabel 2 kolom 2, diperoleh determi-
nan dari matriks representasi aljabar Lie affine aff(2,R), yaitu

det(Mβ) =

∣∣∣∣∣∣∣
β (ε11, ε11) . . . β (ε11, ε23)

...
. . .

...
β (ε23, ε11) . . . β (ε23, ε23)

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0 0 0
−1 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 −1 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

(12)

Perhatikan hasil determinan pada persamaan (12). Terlihat bahwa
det(Mβ) ̸= 0, sehingga 2-form β nondegenerate. Berdasarkan
Definisi 2, Definisi 5 bagian 2, dan Definisi 6, dapat disimpulkan
bahwa aljabar Lie affine aff(2,R) mempunyai fungsional Frobe-
nius α = ε∗12 + ε∗23 pada aff(2,R)∗ yang berkorespondensi den-
gan symplectic form β = ε∗11∧ε∗12+ε∗12∧ε∗22+ε∗21∧ε∗13+ε∗22∧ε∗23
sedemikian sehingga aljabar Lie affine aff(2,R) merupakan al-
jabar Lie Frobenius.

4. Kesimpulan
Pada penelitian ini telah dikonstruksi bentuk 2-form skew-

symmetric dan nondegenerate atau symplectic form pada aljabar Lie
affine aff(2,R) berdimensi 6, yaitu

β=ε∗11∧ε∗12+ε∗12∧ε∗22 + ε∗21 ∧ ε∗13+ε∗22∧ε∗23 ∈ ∧2(aff(2,R)).

Dalam hal ini, fungsional Frobenius α=ε∗12+ε∗23 pada aff(2,R)∗

dan symplectic form β memenuhi hubungan β (x,y) = α([x,y])
untuk setiap x,y ∈ aff(2,R) sehingga aljabar Lie affine aff(2,R)
merupakan aljabar Lie Frobenius.

Untuk penelitian selanjutnya, dapat dikonstruksi bentuk
2-form skew-symmetric dan nondegenerate pada aljabar Lie affine
aff(n,R) dengan dimensi n(n+1) serta membuktikan bahwa al-
jabar Lie affine aff(n,R) merupakan aljabar Lie Frobenius.
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