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ABSTRAK

Varian metode Abbasbandy tanpa turunan kedua merupakan salah satu metode iterasi yang memiliki
orde konvergensi empat yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan nonlinear. Penelitian ini
memodifikasi varian Abbasbandy menjadi metode iterasi tiga langkah. Turunan yang terdapat pada
metode iterasi tersebut diaproksimasi menggunakan interpolasi polinomial, interpolasi
Hermit orde dua dan interpolasi Lagrange orde tiga. Secara analitik, metode baru ini mempunyai
konvergensi orde tujuh dengan melibatkan empat evaluasi fungsi sehingga indeks efisiensi 71/4 ~
1,6265. Simulasi numerik dilakukan menggunakan beberapa fungsi untuk membandingkan metode
ini dengan beberapa metode lain seperti metode Newton, metode Abbasbandy, metode Halley,
metode Arif-Muhaijir, dan metode Wartono-Rosela untuk menunjukkan performa metode iterasi
yang ditemukan.
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ABSTRACT

The variant of the Abbasbandy method without the second derivative is an iterative method that has a
four-convergence order used to solve nonlinear equations. This research, modified the Abbasbandy variant
one-step method being threestep method. The derivatives in the iteration method are approximated using
polynomial interpolation, second order Hermit interpolation and third order Lagrange interpolation.
Analytically, this new method has 7th order convergence involving four evaluation functions so that the
efficiency index is 7%/* ~ 1,6265. Numerical simulations are carried out using several functions to
compare this method with several other methods such as Newton method, Abbasbandy method, Halley
method, Arif-Muhaijir method and Wartono-Rosela method, to use the analysis method found.
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1. Pendahuluan

Di bidang matematika sering ditemui persoalan bagaimana menemukan solusi suatu
persamaan nonlinear dalam bentuk

f(x) =0. (D

Permasalahan yang sering muncul ketika menyelesaikan Persamaan (1) adalah tidak dapat
digunakan metode analitik dalam menyelesaikannya. Alternatif lain untuk menyelesaikan
Persamaan (1) adalah menggunakan metode numerik dengan hitungan komputasi yang
bersifat perulangan atau yang sering dikenal dengan metode iterasi.

Banyak metode iterasi yang dapat digunakan, salah satunya yaitu metode Newton dengan
menggunakan satu tebakan awal dalam menemukan akar hampiran dari Persamaan (1).
Bentuk iterasinya dinyatakan dalam bentuk

Xn41 = Xn —%,n =1,2,3,...,dan f'(x,) # 0. (2)

Metode Newton memiliki orde konvergensi kuadratik [1] dengan dua evaluasi fungsi.
Metode ini telah dikembangkan dan dibahas dalam beberapa penelitian seperti pada [2]
yang memiliki orde konvergensi tujuh, lima dan empat dan [3] yang memiliki orde
konvergensi tujuh.

Metode iterasi lain yang sering digunakan untuk menyelesaikan Persamaan (1) adalah
metode Halley yang memiliki orde konvergensi kubik [4][5] dengan bentuk iterasi yaitu

e 2f (e f (o) -
LT 2 () — F ) (n)

Abbasbandy mengerjakan metode iterasi yang diperoleh dari pengembangan metode
dekomposisi Adomian dengan bentuk iterasi,

ey LG (FCa))*f"0n) — (FCa))> (" (o))
T ) 2(f () 2(f'(xn))®

1,2,3,.. (3)

4

dengan orde konvergensi tiga [6]. Muhaijir dan Aljarizi mengembangkan metode
Abbasbandy tanpa turunan kedua dengan orde konvergensi empat [7], dengan bentuk
iterasi,

m -, < = 1,2,3,... (5)

YOW) [00)
F e

Xn+1 ZYn_<1+

Penelitian ini mengembangkan metode iterasi tiga langkah dengan mengombinasikan
Persamaan (2) sebagai langkah pertama, Persamaan (5) sebagai langkah kedua, dan
Persamaan (3) sebagai langkah ketiga. Selanjutnya, orde konvergensi metode iterasi
yang diperoleh ditunjukkan secara analitik menggunakan deret Taylor. Terakhir, uji
komputasi dilakukan pada metode iterasi baru untuk melihat orde konvergensi secara
numerik serta untuk melihat keunggulan metode dengan beberapa metode yang
digunakan sebagai pembanding.
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2. Metode

Metode yang digunakan dalam penelitian ini merupakan studi literatur dengan

langkah-langkah sebagai berikut:

1. Mendefinisikan kembali metode pada Persamaan (2) sebagai langkah pertama,
Persamaan (5) sebagai langkah kedua, dan Persamaan (3) sebagai langkah ketiga
dengan mengganti x, menjadi z, .

2. Selanjutnya, Persamaan (3) didefiniskan kembali dengan mengganti f''(z,,) menjadi
f"'(yn) seperti yang dilakukan oleh Syakir dkk. [8].

3. Fungsi f''(y,) ditaksir seperti yang dilakukan oleh Noor dkk. [9] karena taksiran
f"'(¥n) masih memuat f'(y,) untuk mengurangi fungsi maka dilakukan lagi
penyetaraan seperti yang dilakukan oleh Muhaijir dan Aljarizi [7]. Kemudian, fungsi
f'(z,) pada langkah ketiga ditaksir menggunakan metode penyetaraan seperti yang
dilakukan oleh Wartono dan Rasela [2] sehingga diperoleh metode iterasi baru tiga
langkah tanpa turunan kedua.

4. Menentukan orde konvergensi dan indeks efisiensi untuk metode iterasi yang
diperoleh serta melakukan simulasi numerik menggunakan program Maple 13.

Selanjutnya disajikan beberapa definisi dasar untuk pembahasan dan proses
terbentuknya metode iterasi baru.

Definisi 1 (Orde Konvergensi) [10] Sebuah barisan iterasi {x,|n =0} dikatakan
konvergen dengan orde p > 1 ke f''(y,) jika

la = Xp4a| S cla —x,|P,n 20,
untuk suatu konstanta ¢ > 0. Jika p = 1, maka barisan disebut konvergen linear ke a.

Definisi 2 (COC) [11][12] Misalkan a adalah akar persamaan nonlinear f (x;) dan andaikan
Xp-1,Xn, dan x,.; adalah tiga iterasi berturut-turut yang cukup dekat ke akar a. Maka
computational order of convergence (COC) dapat diaproksimasi menggunakan rumus:

N In|(xpt1—a)/(xy — )|
In| (x, — a)/(xn-1 — @)

Definisi 3 (Indeks Efisiensi) [13] Misalkan q adalah banyak evaluasi fungsi yang dibutuhkan
oleh suatu metode iterasi. Efisiensi dari metode tersebut dihitung dengan indeks efisiensi yang

coc

didefinisikan sebagai p'/7 , dengan p adalah orde konvergensi dari metode tersebut.

3. Hasil dan Pembahasan
Pada bagian ini, metode iterasi tiga langkah pada Persamaan (2), (3), dan (5) dikembangkan
sebagai berikut:

JJoM | Jambura J. Math. 41 Volume 2 | Nomor 1 | Januari 2020



T. Adawiyah, et.al

L f0) :

yn_Xn f.(xn)’

(1,210 F,) i

" (“ f(prf'(xn)’ ©
21(2,)1(,)

Xnjg =2 — 2 .
2f'(z,)" - f(z,)f"(z,) -

Syakir dkk. [8] memperkenalkan metode iterasi dengan mengubah perhitungan fungsi f ''(z,,)
pada Persamaan (6) menjadi f''(y,,) yang kembali dalam bentuk

k) -
AT

(2t f) i

=Y [“ f(xn)jf'(xn)’ ?
) 21 (z,)f'(z,)

T T ) - ) () ]

Fungsi turunan kedua f''(y,) pada bagian ketiga Persamaan (7) diaproksimasi menggunakan
polinomial yang diperoleh dengan menggunakan ekspansi Taylor seperti yang dilakukan
oleh Noor dkk. [9], yaitu

(Zf'(yn) F f () — 31O = () ("”)>.

Yn — Xn

fOom) =~ (8)

Yn — Xn

Kemudian, f'(y,,) pada Persamaan (8) diaproksimasi dengan mempertimbangkan interpolasi
Hermit orde dua seperti yang dilakukan oleh Muhaijir dan Aljarizi [7], dengan bentuk

fOm) = f(xn)

n xn

f'm) = 2< > = f'(xn). €)

Jika Persamaan (9) disubstitusikan ke Persamaan (8), maka diperoleh

vy o2 (fOn) = fl) _
f (yn) ~ Y — X, ( Y — Xn f (xn)> - T1- (10)

Selanjutnya fungsi f'(z,) pada langkah ketiga Persamaan (7) juga diaproksimasi dengan
menggunakan interpolasi Lagrange orde tiga sebagaimana yang telah dilakukan oleh Wartono
dan Rosela [2], yaitu

£z) ~ f(z;l) : Z(xn) N f(zg) : fOn)  fOm) : f(xn)’
n n n~ Yn Yn — Xn
= flzn, xn] + f2n, Yul — f[n Xnl, LA
= Tz.
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Persamaan (10) dan (11) disubstitusikan ke (7) sehingga diperoleh

() _
SRRECS)

B AR LIOANRICA

non [“ f(xn)Jf%xn)’ i )
— _ Zf(zn)TZ

21, — f(z,)T, -

Persamaan (12) adalah metode iterasi baru tiga langkah yang merupakan kombinasi dari
Persamaan (2), (3), dan (5) tanpa turunan kedua. Berikut ini ditunjukkan orde konvergensi
metode iterasi Persamaan (12) yang disajikan pada Teorema 1.

Teorema 1 (Kekonvergenan Metode Iterasi) Misalkan /: ] € R — R fungsi yang mempunyai

turunan pada interval terbuka I. Selanjutnya asumsikan bahwa a adalah akar sederhana dari
persamaan f(x) = 0. Misalkan diberikan tebakan awal x, cukup dekat ke @, maka metode
iterasi Persamaan (12) mempunyai orde konvergensi tujuh dan memenuhi persamaan error:

ens1 = (2c2c2 — 15c¢*cy + 25¢9)e] + 0(ed), (13)

Jf(j) (@ ,j >
Jif'(e)

dengan ¢; = ldane, = x, — a.

Bukti. Untuk menganalisis konvergensi Persamaan (12), misalkan a adalah akar
sederhana dari Persamaan (1) dan e, adalah error pada iterasi ke-n, maka e, = x,, —
dan f(a) = 0. Dengan menggunakan ekspansi Taylor untuk f(x,) di sekitar x, = «,
sehingga diperoleh

) = f'(@)(en + czen” + czen® + -+ O(eR)). (14)
Selanjutnya, fungsi f'(x,) diekspansi menggunakan deret Taylor di sekitar @ diperoleh
f'(en) = F1(@)(1+ 2c,e, + 3czen + -+ 0(e])). (15)

Jika Persamaan (14) dibagi dengan Persamaan (15) maka diperoleh
fOm) _
f'(xn)

Persamaan (16) disubstitusikan ke langkah pertama Persamaan (12) dan x, = a + e,
diperoleh

en — cze2 +2(c2 —c3)ed + -+ 0(ed). (16)

Yo = @ + cye2 + 2(c3 — c2)ed + -+ 0(ed). 17)

Menggunakan Persamaan (17) dan menerapkan ekspansi deret Taylor dari y dengany = «,
maka y dievaluasi di y = y,. Setelah dilakukan penyederhanaan diperoleh

fOm) = £(@) (262 +2(cs = cDed + -+ 0(ed)). (18)
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Berdasarkan Persamaan (18) dan (14) dengan melakukan perhitungan untuk %
setelah dilakukan penyederhanaan, diperoleh
2
fOn) _ 2cye, + (4c5 — 6¢3)e2 + -+ 0(ed). (19)
f(xn)
Selanjutnya, Persamaan (18) dibagi dengan Persamaan (15) diperoleh
f,(yn) =cye2 + (2c3 — 4cd)es + -+ 0(ed). (20)
f'(n)

Persamaan (17), (19) dan (20) disubstitusikan ke langkah kedua Persamaan (12)
menghasilkan

z, = a + (5¢5 — cyc3)ef + -+ 0(ed). (21)

Menggunakan Persamaan (21) dan menerapkan ekspansi deret Taylor dari f(z) dengan
z = zp, maka f(z) dievaluasi di z = z, setelah dilakukan penyederhanaan diperoleh

() = (@) (563 = caea)eft + -+ 0(eD). (22)

Selanjutnya, T1 pada persaman (10) dilakukan perhitungan dengan menyubstitusikan
(14) dan (18) ke (10) diperoleh

2¢q 2 8
T1 = _e_ — 4C2 + (_6C3 - ZCZ)en +-+ O(en)' (23)

n

Perhitungan T, pada Persamaan (11) dilakukan dengan menyubstitusikan Persamaan
(14), (18), dan (22) ke Persamaan (11) menghasilkan

T, = ¢; — cpcze3 + (10cy — 2¢3 — cych)ef + -+ + 0(ed). (24)

Berdasarkan Persamaan (22) dan (24) untuk perhitungan 2f(z,)T, setelah dilakukan
penyederhanaan diperoleh

2f(2,)T, = (10¢3 — 2coc3)eq + -+ 0(el). (25)
Perhitungan 2T — f(z,)T; dari Persamaan (22), (23), dan (24) menghasilkan
2TF — f(2)Ty = =2¢cf + (2cpc3 + 10 ¢3)ed + -+ 0(ed). (26)

Selanjutnya, Persamaan (25) dan (26) disubstitusikan ke Persamaan (12) langkah ketiga,
dan setelah dilakukan penyederhanaan diperoleh

Xps1 = a + (2c2c2 — 15c¢*c] + 25c¢)e] + 0(ed). 27)
Karena, e,;1 = x,41 — a sehingga

ens1 = (2c3c2 — 15c¢*cy + 25c¢)el + 0(ed). (28)
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Berdasarkan definisi orde konvergensi [11] diperoleh metode iterasi tiga langkah
kombinasi Persamaan (2), (3), dan (5) memiliki orde konvergensi tujuh, maka Teorema
1 terbukti. []

Metode iterasi tiga langkah memiliki kekonvergenan orde tujuh dengan empat evaluasi
tungsi f(x,), f(m), f(zn), dan f'(x,). Berdasarkan definisi indeks efisiensi [13],
diperoleh indeks efisiensi sebesar 7*/* ~ 1,6265.

Selanjutnya, simulasi numerik dilakukan untuk membandingkan beberapa metode
dengan metode iterasi tiga langkah. Perbandingan ini dilakukan pada persamaan
nonlinear sebagai berikut

filx) = (x—1)3 -1, a = 2,0000000000

f2(x) =xe™* =0,1, a = 0,1118325591
f3(x) = cos(x) — x, a = 0,7390851332
fa(x) = x3 - 10, a = 2,5144346900

fs(x) = x3 + 4x% — 10, a = 1,3652300134

Solusi numerik dari ke lima persamaan nonlinear di atas, dilakukan dengan dua buah
tebakan awal x, yang berbeda. Hal ini diperlukan karena tebakan awal berpengaruh
terhadap keberhasilan dalam menghampiri akar dan juga terhadap jumlah iterasi yang
dihasilkan. Perbandingan dilakukan dengan beberapa metode yaitu metode Newton
(MN), metode Abbasbandy (MA), metode Halley (MH), metode Arif-Muhaijir (MAM), dan
metode Wartono-Rosela (MWR). Hasil komputasi dari perbandingan ke lima metode
untuk empat fungsi di atas menggunakan program komputer Maple 13.

Tabel 1. Perbandingan komputasi beberapa metode untuk fungsi f; (x) = (x — 1)3 — 1

Xo Metode n cocC | fOoner) || Xne1 =20 |
MN 10 2,0000  9,19365e-180 1,75059e-90
MA 9 3,0000  1,98212e-168 1,25615e-56
15 MH 6 3,0000  5,35493e-214 6,44527e-72
’ MAM 21 6,0000  5,554916e-212 3,20360e-36
MWR 3 7,0000  7,45358e-177 1,13381e-25
MIB 8 7,0000  855042e-518 7,55847e-75
MN 8 2,0000  8,43306e-112 1,67661e-56
MA 5 3,0000  8,98123e-152 4,47829-51
25 MH 5 3,0000  5,90953e-121 6,66051e-41
’ MAM 4 6,0000  1,13684e-368 2,45971e-62
MWR 3 7,0000  2,95989e-328 2,60572e-47
MIB 4 7,0000  4,08453e-672 6,80141e-97
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Xo Metode n COoC | fOena) | | Xner =X |
MN 8 2,0000  1,81145e-179 4,63225e-90

MA 5 3,0000  9,21714e-274 1,28894e-91

01 MH 5 3,0000  3,29629e-201 1,91836e-67
’ MAM 3 6,0000  7,99998e-111 2,78487e-19

MWR 3 70000  2,91464e-273 1,39331e-39

MIB 3 70000  1,42088e-178 2,53840e-26

MN 8 2,0000  1,14861e-134 7,21828e-67

MA 5 3,0000  2,74795e-128 2,17005e-42

20 MH 6 3,0000  6,33669e-274 5,38570e-91
’ MAM 4 6,0000  1,02099e424 5,63108e-71

MWR 3 7,0000  1,01740e-180 9,53720e-26

MIB 3 70000  5,35359-119 3,34460e-17

Tabel 3. Perbandingan komputasi beberapa metode untuk fungsi f3(x) = cos(x) — x

Xo Metode n cocC | fOoner) | | Xne1 =20 |
MN 7 20000  1,17199e-191 5,63158e-96
MA 5 3,0000  7,16544e-120 3,99633e-40
20 MH 5 3,0000 6,29918e-106 1,48113e-35
’ MAM 3 6,0000  5,81719e-161 3,52915e-27
MWR 3 7,0000  8,01295e-346 1,43675e49
MIB 3 7,0000  6,57862e-322 2,54221e-46
MN 9 20000  2,15929e-106 241726e-53
MA * * * *
06 MH 6 3,0000  5,33979e-167 6,50640e-56
4 MAM * * * *
MWR 4 7,0000  1,97318e-568 2,27064e-81
MIB 8 7,0000  3,18760e-213 8,54450e-31

Tabel 4. Perbandingan komputasi beberapa metode untuk fungsi f, (x) = x3 — 10

Xo Metode n coC | o) | | Xns1 =20 |
MN 8 2,0000  1,41188e-109 1,47799e-55
MA 6 3,0000  1,62241e-228 1,17504e-76
15 MH 5 3,0000  4,26756e-131 2,77364e-44
’ MAM 4 6,0000  1,03223e-156 7,65414e-27
MWR 3 7,0000  7,45358e-177 1,13381e-25
MIB 4 7,0000  4,09799e401 5,46468e-58
MN 8 2,0000  2,04504e-189 1,77879e-95
MA 5 3,0000  3,67310e-251 3,32413e-84
26 MH 5 3,0000  7,22831e-198 1,53463e-66
’ MAM 3 6,0000  7,65414e-270 2,93246e-20
MWR 3 7,0000  6,89900e-296 1,12136e-42
MIB 3 70000 1,29451e-190 6,44061e-28
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Tabel 5. Perbandingan komputasi beberapa metode untuk fungsi f5 (x) = x3 + 4x2 — 10

Xo Metode n cocC | fOon) | | Xnr1 =X |
MN 7 20000 6,11007e-153 2,74724e-77

MA 4 3,0000  2,15934e-157 5,99939e-53

15 MH 4 3,0000 2,44576e-101 2,01963e-34
! MAM 3 6,0000 8,77170e-209 1,48072e-35

MWR 3 7,0000  1,94082e-455 1,72209e-65

MIB 3 70000  5,40767e-340 2,72120e-49

MN 8 2,0000  6,11007e-153 2,74724e-77

MA 5 3,0000 5,08214e-201 1,71929e-67

20 MH 5 3,0000 6,67188e-158 2,82196e-53
! MAM 4 6,0000  1,38269e-543 2,34466e-91

MWR 3 70000  7,48382e-263 5,60223e-38

MIB 3 7,0000  2,30306e-145 1,73358e-21

Berdasarkan Tabel 1-5, dapat disimpulkan bahwa jumlah iterasi metode iterasi baru
lebih sedikit dibandingkan dengan metode iterasi lainnya dan dilihat dari metode yang
memiliki orde konvergensi yang sama yaitu metode MWR memberikan jumlah iterasi
yang hampir sama. Selain itu, Tabel 1-5 juga memberikan informasi bahwa nilai fungsi
yang dihasilkan sebagai salah satu kriteria pemberhentian iterasi, MIB secara
keseluruhan memiliki nilai fungsi yang lebih kecil dibandingkan metode MN, MA, dan
MH dan nilai COC dari MIB menunjukkan angka tujuh, hal ini lebih menguatkan hasil
orde konvergensi yang dihasilkan dari ekspansi deret Taylor.

4. Kesimpulan

Metode Iterasi Baru (MIB) yang didiskusikan memiliki orde konvergensi tujuh dengan
melibatkan empat evaluasi fungsi yaitu f(x,), f(¥n), f(z,), dan f'(x,). Metode ini
menmiliki indeks efisiensi 7*/% ~ 1,6265 lebih besar nilainya jika dibandingan metode
Newton 21/2 ~ 1,4142, metode Abbasbandy 3'/3 ~ 1,4422 dan metode Halley 3%/ ~
1,4422. Hasil numerik juga menunjukkan bahwa metode baru lebih baik dibandingkan
dengan metode lainnya.
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