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KATA KUNCI

Ruang b-Metrik Modular
Fungsi Altering Distance
Pemetaan Tipe Kannan

ABSTRAK. Artikel ini merupakan komentar untuk penelitian yang dilakukan oleh Hayati dkk. yang telah dipubli-
kasikan pada Jambura Journal of Mathematics volume 5 nomor 2 tahun 2023. Diperoleh bahwa terjadi kesalahan
dalam proses pembuktian teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang diperumum dalam ruang b-metrik
modular. Kesalahan tersebut menjadikan eksistensi titik tetap dalam teorema tersebut tidak terjamin. Dengan me-
nambahkan sifat konveks untuk b-metrik modular, teorema titik tetap tersebut tetap berlaku.

ABSTRACT. This article is a commentary on research that is conducted by Hayati et al. which was published in

Jambura Journal of Mathematics volume 5 number 2 in 2023. It was found that there is an error occurred in the
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process of proving the fixed point theorems for generalized Kannan type mappings in modular b-metric spaces. This
error makes the existence of the fixed point in the theorem is not valid. By adding the convex property to the modular
b-metric, the fixed point theorems still holds.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of [JoM: Department of Mathematics, Uni-
By _NC versitas Negeri Gorontalo, JIn. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan

Teorema titik tetap yang berkembang pesat saat ini meru-
pakan perumuman dari prinsip kontraksi Banach yang membe-
rikan teorema titik tetap untuk pemetaan kontraksi dalam ruang
metrik [1, 2]. Beberapa faktor yang mempengaruhi pengembang-
an tersebut adalah munculnya berbagai perumuman dari peme-
taan kontraksi dan perumuman dari ruang yang strukturnya lebih
umum dari ruang metrik. Salah satu perumuman dari pemetaan
kontraksi diberikan oleh Kannan pada tahun 1969 dan dikenal se-
bagai pemetaan Kannan [3]. Selanjutnya, berbagai pengembang-
an teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan di ruang me-
trik diberikan oleh Gornicki [4]. Lebih lanjut, beberapa perumum-
an dari ruang metrik adalah ruang b-metrik yang diperkenalkan
oleh Czerwik pada tahun 1993 [5], ruang metrik modular yang
diperkenalkan oleh Chistyakov [6], dan ruang b-metrik modular
yang diperkenalkan oleh Ege dan Alaca [7]. Pengembangan dari
teorema titik tetap yang diberikan oleh Gérnicki dikembangkan
ke dalam ruang b-metrik modular menggunakan fungsi subaddtive
altering distance oleh Haokip dan Goswami [8]. Selain itu, berba-
gai penelitian baik untuk yang ruang lebih umum dari ruang me-
trik maupun pemetaan yang lebih umum dari pemetaan kontraksi
telah dilakukan sebelumnya seperti yang terdapat pada [9-13].

Pengembangan teorema titik tetap juga dilakukan oleh Ha-
yati dkk. [14] ke dalam ruang b-metric modular. Namun, dalam
pembuktian teorema titik tetap yang dilakukan, terdapat kesa-
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lahan pembuktian yang menyebabkan eksistensi titik tetap tidak
terjamin. Oleh karena itu, dalam artikel ini, diberikan koreksi
pada proses pembuktian tersebut dengan menambahkan syarat
sifat konveks pada b-metrik modularnya.

2. Metode

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi
literatur. Penelitian dilakukan dengan mengoreksi kesalahan pa-
da teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang dipe-
rumum di ruang b-metrik modular yang dikerjakan oleh Hayati
dkk. [14]. Dalam proses pembuktian yang dilakukan, ditemuk-
an kesalahan dimana salah satu pertidaksamaan yang dijabarkan
dalam proses pembuktian seharusnya tidak berlaku. Diperluk-
an kondisi tambahan untuk b-metrik modular, yaitu sifat konveks
pada b-metrik modular, agar eksistensi titik tetap dalam teorema
tersebut tetap terjamin.

3. Hasil dan Pembahasan

Sebelum memberi perbaikan pembuktian, perlu diingat
kembali definisi ruang b-metrik modular yang diberikan oleh Ege
dan Alaca [7] sebagai berikut.

Definisi 1. Diketahui X himpunan tak kosong dan s € R
dengan s > 1. Pemetaan v : (0,00) X X x X — [0, o0]
disebut b-metrik modular jika untuk setiap z,y, z € X me-
menuhi aksioma-aksioma berikut:
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1. vy (z,y) =0, untuk setiap A > 0 < =z =y,

2. vy (z,y) = va (z,y), untuk setiap A > 0, dan

3. Uatu (z,y) < s [va(z,2) +va(2,y)], untuk setiap
A, > 0.

Selanjutnya, pasangan (X, v) disebut ruang b-metrik mo-
dular. Lebih lanjut, didefinisikan pula himpunan bagian X} =
x € X :3X=A(z)> 0sehingga vy (z,z9) < 0o, untuk suatu
zg € X.

Selain itu, diberikan konsep barisan di dalam ruang b-
metrik modular yang merujuk pada Ege dan Alaca[7]. Akan tetapi,
pendefinisian barisan Cauchy di dalam ruang b-metrik modular
yang diberikan oleh Ege dan Alaca [7] berbeda dengan pendefini-
sian barisan Cauchy di dalam artikel yang diberikan oleh Hayati
dkk. [14]. Konsep barisan konvergen, barisan Cauchy, dan ruang
b-metrik modular lengkap serupa dengan konsep barisan yang di-
berikan oleh Biiyiikkaya dan Oztiirk [15].

Definisi 2. Diketahui (X, v) ruang b-metrik modular.

1. Barisan z,, di dalam X dikatakan konvergen-v ke = €
X jika untuk setiap A > 0 berlaku vy (z,,,z) — 0,
untuk n — oo.

2. Barisan z,, di dalam X disebut barisan Cauchy-v ke
x € X} jika untuk setiap A > 0 berlaku vy (z,,, ) —
0, untuk n, m — oo.

3. Ruang b-metrik modular X dikatakan lengkap-v jika
setiap barisan Cauchy-v di dalam X konvergen-v dan
limitnya di dalam X .

Teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan yang di-
berikan oleh Hayati dkk. [14] menggunakan fungsi subadditive
altering distance yang diberikan oleh Khan dkk. [16, 17].

Definisi 3. Fungsi ¢ : [0,00) — [0, 00) disebut fungsi suba-
dditive altering distance jika

. Fungsi ¢ kontinu,

2. Fungsi ¢ naik tegas,

3. ¢(t) =0 ¢ =0, dan

4. ¢(x+y) < ¢ (x) + ¢ (y), untuk setiap z,y € [0, c0).

—

Dalam pembuktian teorema titik tetap tersebut, digunakan
dua sifat dari fungsi subadditive yang diberikan oleh Corazza [18|
dan Hayati dkk. [14].

Sifat 1. [18] Jika ¢ : [0, 00) — [0, 00) subaddtive, maka untuk
setiap bilangan bulat positif n dan € [0, c0) berlaku

¢ (nz) < ng (z) (1)

Bukti. Pembuktian dapat dilihat dalam artikel Hayati dkk. [14].
O

Sifat 2. [14] Diberikan A > 0, b-metrik modular v pada X,

dan ruang b-metrik modular X}. Jika ¢ : [0,00) — [0, 00)
subadditive, maka untuk setiap £ € (0,1) dan z,y € X
dengan

¢ (v (z,y)) <k ¢ (vx(a,b)), untuk suatua,b € X, (2)
berakibat

vy (z,y) < K'vy (a,b), untuk suatu &’ € (0,1). (3)

Bukti. Pembuktian dapat dilihat dalam artikel Hayati dkk. [14].
O

Dalam proses pembuktian yang diberikan, Hayati dkk. [14]
menuliskan bahwa untuk xy € X dan barisan x,, dengan

Tpt1 =Txn, n=0,1,2,...
berakibat untuk setiap m,n € N dengan m > n berlaku

A (T, Tm) < 8 U (Tns Tng1) + 80a (Tng1, Tng2) + - )

+ ™"y (xm—h xm) .

Pertidaksamaan (4) seharunya tidak berlaku berdasarkan aksio-
ma 3 pada Definisi 1. Agar teorema tetap tersebut berlaku, perlu
ditambahkan sifat konveks pada suatu b-metrik modular. Chis-
tyakov [6] memberikan definisi sifat konveks yang melekat pada
suatu metrik modular. Berdasarkan hal tersebut, diberikan sifat
konveks yang melekat pada suatu b-metrik modular.

Definisi 4. Diberikan ruang b-metrik modular (X, v). Suatu
b-metric modular v dikatakan konveks-v jika untuk setiap
x,y,z € X dan A, . > 0 berlaku

A
A (3,2) + ﬁun (z,y)> (5)

<
Uatu(z,y) < s ()\ +MV

Lebih lanjut, secara khusus, untuk setiap A > Odan x,y, z €
X berlaku

VA(:E7y) = V%+%($,y)
A A
<s Ai)\y)\(xvz)—"_)\2)\yu(zvy)>
;T 3G
A A (6)
S va(z,y) <s <21/>\ (z,2) + %I/# (2, y))

NI=

Ux ($,Z> + %VH (Z7y)> .

Dengan demikian, terorema titik tetap untuk pemetaan ti-
pe Kannan yang diperumum dalam ruang b-metrik modular ada-
lah sebagai berikut.

Teorema 1. Diberikan \ > 0, b-metrik modular v pada X yang
konveks-v, dan X lengkap-v dengan koefisien s > 1. Jika T :
X} — X pemetaan tipe Kannan-vy yang diperumum, yaitu
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S S
terdapat p € (O, 25+1> dan fungsi subadditive altering distance = 5 [ (Zn, Tni1) + 3 [x (@nt1, Tns1) + v (Tns1, xnﬁ)ﬂ
¢ yang memenuhi s s\ 2
=5 VA (@0, Tnaa) + (5) VA (Tnt1, Tnt2) -

¢ (v (Tz,Ty)) <p{o (wa (z,y)) + ¢ (va (z,Tx))
+ ¢y, Ty))}
untuk setiap x,y € X5, maka I" mempunyai titik tetap z € X

dan untuk setiap x € X, barisan T™x konvergen-v ke z dan
untuk g = % <1,

(7)

Uy (T"+1x,T"3:) <q"vy(z,Tx), n=0,1,2,... (8)

Bukti. Proses pembuktian dibagi menjadi tiga bagian, yaitu akan
ditunjukkan bahwa:
1. T mempunyai titik tetap z,
2. z Tunggal, dan
3. untuk setiap x € X}, barisan 7"z konverge-v ke z dan
untuk g = %’p < 1 berlaku

Uy (T"'Ha:,T"x) <q"v\(x,Tx), n=0,1,2,...

Kesalahan terjadi dalam proses pembuktian poin 1. Sedangkan
pembuktian poin 2 dan 3 sudah tepat. Berikut ini perbaikan da-
lam pembuktian poin 1.

Akan ditunjukkan bahwa 7" mempunyai titik tetap z. Di-
ambil sebarang x € X dan diambil v = T'x. Telah dibuktikan
bahwa

2
¢ (v (u, Tu)) < ﬁ ¢ (v (2, Tx)). 9)
Selanjutnya, untuk ¢ = %, diperoleh

¢(V)\ (uvTu)) < q (b(y)\ (iC,T.’E)) dengan q< 17 (10)

sehingga menurut Sifat 2, berakibat

vx (u,Tu) < ¢'vy (x,Tz), untuk suatu ¢’ < 1.  (11)
Tanpa mengurangi arti, diasumsikan bahwa ¢’ = q.

Selanjutnya, diambil sebarang z, € X. Dibentuk barisan
x, dengan

Tpt1 =1 Tp, n=0,1,2,....

Dapat dibuktikan bahwa untuk setiap m,n € N U {0} dengan
m > n berlaku

s s\ 2
Ux (T, om) < WA (Tn, Tnt1) + (5) U (Zn1, Tny2)
(12)

s\mTm
4+ (§> U (Tp—1,Tm) -

Perlu diingat bahwa v konveks-v. Jika m —mn = 1, maka diperoleh

Ux (xnyxn—&-l) < [V)\ (xn71'n) + v (znaxn-i—l)]

[ NSRRIV SO VA

VX (,In, xn+1) .
Jika m — n = 2, maka diperoleh

S
U (Zn, Tni2) < 3 WA (Tns Tnt1) + Va (Tnt1, Tnt2)]

Jika m — n = 3, maka diperoleh

S
(xna $n+3) < 5 [V/\ (mna $n+1) + vy (-Tn+17 xn—&-S)]

IN
X
>

=+ m\cn NV

/N

N ®»

S
Ux (xﬂa xn+l) + ) [VA (an—o—l, xn+2) + v (In+2, xn-&-ﬁﬂ)ﬂ
S 2
U (Tp, Tpy1) + (5) U (Tnt1, Tnyo)
2
VX (xn+27 xn+3)

S

2
U (Zn, Tng1) + (5) U (Tnt1, Tnt2)

IN
+ Nolw

/

N ®»
w

[VA (In+2a xn+2) + vy (an+2, In—&-S)]

S\ 2
= VX (xnaxn-i-l) + (5) VX (.’En+1,$n+2)
S 3
(5) VA (Tnt2, Tnts) -

+ Nlw

Jika proses dilanjutkan, maka untuk setiap m,n € N U 0 dengan
m > n, berlaku

s\ 2
(-rruxn—i-l) + (5) [N ($n+17$n+2)

s\m—n
st (5) Ux (Qi'm,l,.’ﬂm).

[N (l‘n,l‘m) S

+ w\m

Selanjutnya, diperhatikan bahwa untukn = 0,1, 2, ... ber-
laku x,,+1 = Tx,. Dalam pembuktian yang diberikan oleh Hayati
dkk. [14], telah ditunjukkan bahwa untukn = 0,1, 2, ... berlaku

U (T, Tpg1) < ¢" va (20, Txo) - (13)

Berdasarkan Pertidaksamaan (12) dan (13), diperoleh untuk setiap
m,n € NU 0 dengan m > n berlaku

s 5\ 2
Uy (xnvxm) < 5 Ux (l'n,ianr]) + (5) Ux (xn+17mn+2) + ...

S m—n
+ (5) Ux (xm—laxm)

s\2 ,
q" vy (xo, Txo) + (5) "oy (xo, Txo) + ...

S m—n _
(5) q" ' (20, Txo)

n— 5q n— 59
=q 1y,\(aco,Tx0)—+q 1 )\(Io,Txo)( ) + ...

2 2
S m—n
+ q" vy (w0, To) ( 2q>

2 m—mn
:qnil V) (I‘Q,T.To) <S2q+ (%) + -+ (%) >

< q" tuy (zo, Txo)
5q <ﬂ)2 i)"”‘" (ﬂ)’”‘"*l (ﬂ)m
<2+ 5) Tt +(3 R

2
2 m
=¢""" v (20, Txo) <82q + (%) o+ (%) > .

S
2
+
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_1

Diperhatikan bahwa p < S 25p+p<1l&2sp<l—p&

2s+1
2sp _ 2p 5q __ 2sp
ip < 1 dan q = i—p < ]., maka 0 < 5 < sq = T—p < 1.

Akibatnya, karena 0 < %! < 1, maka untuk m — oo, diperoleh

549

() (D) =
2 2 = — =
2+ 2 Tt 2 1-3  2-s5q

sehingga untuk m — oo diperoleh

s 5q\2 s5q\™
o onen) < 0 o a0, Tao) (4 () 4 (3)")

2
54
2 — sq

2 2

n—1

—¢"7" va (@, Txo)

n

_ 549
 2—sq

vy (zo, Txo) .

Lebih lanjut, karena 0 < ¢ < 1, maka untuk n — oo berlaku
q"™ — 0. Akibatnya, untuk n, m — oo berlaku

Vs (T, ) — 0.

Dengan kata lain, barisan z,, merupakan barisan Cauchy-v di da-
lam X. Karena X lengkap-v/, maka terdapat x € X sehingga
untuk n — oo berlaku

v (zp,2) — 0.
Selanjutnya, diperhatikan bahwa untuk setiap n € N berlaku

A (Tz,2) < = [va (Tz,Txy) + v\ (Txp, 2))

» N ®»

< 3 [1/,\ (Tz,Txy,) + ; s (Txn, xn) + va (Tn, z)]]

s 5\ 2
3 v (Tz,Txy,) + (§> vy (Txp, xy)

+ (%) QV)\ (zn,2).

Tanpa mengurangi arti, diambil s > 2 dan $ bilangan asli sehing-
ga menurut Sifat 1, diperoleh

o (wn(Tz,2) < ¢ (; vy (Tz,Txy,) + (;)2 vy (Tap, xn)

+(g)2 Uy (:cn,z))
<¢ g vy (Tz,Ta:n)> + ¢ ((;)2 vy (Txn,xn)>
(5 o)

(va (Tz,Txy,)) + (;)2 ¢ (wn (Txp,xy,))

S

¢
(3) 6 0n 2.

+

Karena T' pemetaan tipe Kannan-v, yang diperumum, maka un-

tuk setiap n € N berlaku
S s\ 2
6 (A (T2,2)) < 5 60 (T2,T) + () 6 (0a (T, a0))

2
+(5) 0t wn,2)

<% {8 (22n)) +6 (11 (.T2)
+¢ (vx (Tn, Txp))}

+ (2)2 ¢ (wa (Tzp,xy)) + (5)2 ¢ (v (zn, 2)) -

sehingga untuk setiap n € N berlaku

b (T52) = Lot mna) < (F+(5)") 00 (an)
+ <S2p + (;)2> & (s (3, Tx))
@ (1= P ooz < (T4 (3)) 6on o,
+6 0 (2 T,)

B

N (1 - %) ¢ (v (T2, 2)) < < L+ (;)2> (6 (s (2,20
+¢ (¢" vA(Txo, 0)) -

Diperhatikan bahwa untuk n — oo berlaku vy (z, z,,) — 0 serta
¢ kontinu dan ¢ (t) = 0 < ¢ = 0, maka untuk n — oo berlaku

¢ (va(z,2p)) = 0.

Karena 0 < ¢ < 1, ¢ kontinu, dan ¢ (t) = 0 < ¢t = 0, maka
untuk

¢ (¢" v (Txo, z0)) — 0.

Akibatnya, untuk n — oo berlaku

(1 - %) (5 (Tz,2)) — 0.
Dengan demikian, diperoleh (1 — 2) ¢ (v5 (T'z, z)) = 0. Selan-
jutnya, diperhatikan bahwa p < 777 < é Karena p < 5,
maka sp < % sehingga % < i < 1. Karena 1 — % # 0, maka
¢ (vx (Tz,z)) = 0. Lebih lanjut, karena ¢ (t) = 0 < ¢ = 0, maka
vy (Tz,z) = 0. Jadi, diperoleh Tz = z. O

Beberapa akibat dari perbaikan Teorema 1 adalah sebagai
berikut.

Akibat 1. Diberikan A > 0, b-metrik modular v pada X yang
konveks-v, dan ruang b-metrik modular lengkap X dengan koe-
fisien s > 1. Jika T : X} — X5 pemetaan yang memenuhi

VX (T'T?Ty) < p{”)\ (Ivy) + U (x’T:C) + v (yaTy)}

untuk setiap x,y € X5 denganp < Tlﬂ maka T mempunyai

titik tetap tunggal z € X dan untuk setiap xo € X, barisan
Tm™xq konvergen ke z.

Bukti. Pembuktian sama dengan pembuktian yang diberikan oleh
Hayati dkk. [14]. O

JJoM | Jambura J. Math

Volume 6 | Issue 2 | August 2024



A. Hayati dan N. Sofiyati — Koreksi pada artikel Hayati dkk.: Teori Titik Tetap untuk Tipe Kannan yang Diperumum dalam Ruang b-Metrik ...

186

Akibat 2. Diberikan A > 0, b-metrik modular v pada X yang
konveks-v, dan ruang b-metrik modular lengkap X dengan ko-
efisien s > 1. Jika T : X, — X5 pemetaan kontinu yang me-
menuhi sifat terdapat fungsi subadditive altering distance ¢ dan
p < Tﬁrl sehingga untuk setiap x,y € X dan untuk suatu
k € N berlaku

¢ (va (T*2,T*)) <p {9 (wa (z,9)) + ¢ (1 (2, T"2))
+ ¢ (v (v, T")) }

dan T*x = x, maka T mempunyai titik tetap tunggal.

Bukti. Pembuktian sama dengan pembuktian yang diberikan oleh

Hayati dkk. [14].

Akibat 3. Diberikan A > 0, b-metrik modular v pada X yang
konveks-v, dan ruang b-metrik modular lengkap X, dengan ko-
efisien s > 1. Jika T : X} — X suatu pemetaan yang me-

. 1 0 o o
menuhi terdapat p < 5 sehingga untuk setiap z,y € X
berlaku

{1+ vx (T2, Ty)}* < (1+ vy (2,1)) (1 + vy (2, T))
(1 + vy (y7Ty>) 5

maka T mempunyai titik tetap tunggal z € X5 dan untuk setiap
x € X, barisan T"x konvergen ke z serta untuk q = lz%’p
berlaku

Uy (T"'Hx,T":v) <q"v\(z,Tx), n=1,2,....

O

Bukti. Pembuktian sama dengan pembuktian yang diberikan oleh

Hayati dkk. [14].

4. Kesimpulan
Kesalahan pada pembuktian teorema titik tetap untuk p

O

e-

metaan tipe Kannan yang diperumum di ruang b-metrik modular
telah dikoreksi. Teorema berlaku dengan menambahkan syarat
sifat konveks yang dipenuhi oleh b-metrik modularnya. Syarat

tersebut juga perlu ditambahkan untuk akibat-akibat dari teor

e-

ma titik tetap tersebut agar akibat-akibat tersebut tetap berlaku.
Oleh karena itu, dalam penelitian selanjutnya mengenai pengem-
bangan teorema titik tetap untuk pemetaan tipe Kannan meng-
gunakan fungsi subadditive altering distance di ruang b-metrik mo-
dular maupun ruang yang lebih umum perlu mempertimbangkan

sifat konveks untuk menjamin eksistensi titik tetapnya.
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