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Konstruksi dan Analisis r-Ideal di BG-aljabar

Meivy Andhika Beauty1,∗, Sri Gemawati1, dan Leli Deswita1

1Jurusan Matematika, Universitas Riau, Pekanbaru, Indonesia

ABSTRAK. Suatu himpunan tak kosong G dengan operasi biner ∗ dan konstanta 0 yang memenuhi aksioma-
aksioma berikut: (BG1) x ∗ x = 0, (BG2) x ∗ 0 = x, dan (BG3) (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) = x untuk setiap
x, y, z ∈ G disebut BG-aljabar. Subset tak kosong I dari G dikatakan ideal di G jika memenuhi: (i) 0 ∈ I
dan (ii) x ∗ y ∈ I dan y ∈ I mengakibatkan x ∈ I untuk setiap x, y ∈ G. Artikel ini memperkenalkan konsep
baru r-ideal di BG-aljabar, yang merupakan pengembangan dari ideal di BN-aljabar. Berbeda dengan definisi ideal
pada BN-aljabar, r-ideal hanya membutuhkan subset tak kosong I dari G tanpa harus memenuhi syarat ideal penuh.
Penelitian ini mengkaji sifat-sifat r-ideal, serta hubungannya dengan subaljabar, normal, dan ideal di BG-aljabar.
Pada bagian akhir, diperoleh bahwa setiap subaljabar adalah r-ideal di BG-aljabar, dan setiap ideal normal juga
merupakan r-ideal.

ABSTRACT. A non-empty set G with a binary operation ∗ and a constant 0 that satisfies the following axioms:
(BG1) x ∗ x = 0, (BG2) x ∗ 0 = x, and (BG3) (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) = x for all x, y, z ∈ G is called a
BG-algebra. A non-empty subset I of G is said to be an ideal in G if it satisfies: (i) 0 ∈ I and (ii) x ∗ y ∈ I and
y ∈ I implies x ∈ I for all x, y ∈ G. This article introduces the new concept of r-ideal in BG-algebra, which is
an extension of the ideal in BN-algebra. Unlike the definition of an ideal in BN-algebra, an r-ideal only requires a
non-empty subset I of G without the need to satisfy the full ideal conditions. This study examines the properties of
r-ideals and their relationships with subalgebras, normal, and ideals in BG-algebra. In the final part, it is concluded
that every subalgebra is an r-ideal in BG-algebra, and every normal ideal is also an r-ideal.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of JJoM: Department of Mathematics, Uni-
versitas Negeri Gorontalo, Jln. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan

BG-aljabar adalah salah satu struktur aljabar yang berhu-
bungan dengan teori logika dengan operasi biner tertentu [1].
Konsep ini berkembang dari penggabungan beberapa ide dalam
logika matematis dan teori aljabar, khususnya yang berfokus pa-
da studi struktur yang lebih kompleks daripada aljabar klasik. BG-
aljabar merupakan perluasan dari konsep B-aljabar. Seiring de-
ngan ditemukannya BG-aljabar, penelitian tentang sifat-sifatnya
pun terus berkembang. Diantaranya membahas tentang karak-
teristik derivasi [2], direct product[3], fuzzy ideal [4], fq-derivasi
di BM-aljabar [5], bahkan pseudo BG-aljabar yang dimuat dalam
paper [6].

Dalam teori aljabar, ideal adalah subhimpunan dari sebuah
aljabar yang memiliki sifat-sifat tertentu sehingga memungkink-
an untuk membagi aljabar menjadi kelas-kelas ekuivalen yang le-
bih mudah dianalisis. Konsep ideal pertama kali diperkenalkan
dalam konteks teori ring dan telah terbukti sangat berguna dalam
analisis struktur aljabar [7]. Konsep ini sangat berguna dalam ana-
lisis struktur aljabar dan dalam memahami bagaimana operasi-
operasi dalam aljabar berinteraksi.

Ideal dalam BG-aljabar memiliki peran yang penting dalam
memahami struktur internal aljabar tersebut. Konsep ideal dalam

∗Penulis Korespondensi.

Check for updatesResearch Article

Jambura Journal of Mathematics, Volume 7, Issue 1, Pages 97–100, February 2025 https://doi.org/10.37905/jjom.v7i1.30097

ARTICLE HISTORY
Diterima 15 Januari 2025
Direvisi 20 Februari 2025

Disetujui 26 Februari 2025
Diterbitkan 27 Februari 2025

KATA KUNCI
BG-aljabar

r-ideal BG-aljabar
normal

subaljabar

KEYWORDS
BG-algebra

r-ideal BG-algebra
normal

subalgebra

BG-aljabar memberi peluang untuk mengidentifikasi subhimpun-
an khusus dengan sifat-sifatnya, sehingga dapat dipahami lebih
dalam tentang bagaimana hubungan antar elemennya dan bagai-
mana subhimpunan tersebut dapat digunakan untukmembangun
teori yang lebih kompleks, seperti analisis sifat-sifat homomor-
fisma dalam aljabar tersebut. Studi tentang ideal di BG-aljabar
juga membuka jalan bagi penerapan konsep-konsep ini dalam bi-
dang lain, seperti teori graf [8], logika fuzzy [9], dan aplikasi kom-
putasional lainnya, seperti konsep Sheffer stroke BN-aljabar [10],
penerapan konsep quantum filter [11], U-BG-filter [12], dan Sma-
randache filter BH-aljabar [13]. Pemahaman yang mendalam ten-
tang ideal di BG-aljabar dapat memberikan wawasan baru tentang
bagaimana struktur aljabar ini dapat diterapkan dalam konteks
praktis yang lebih luas.

Walaupun demikian, pembahasan mendalam tentang kaji-
an ideal atau pun jenis ideal lainnya di BG-aljabar belum banyak
dilakukan oleh para peneliti. Berbeda dengan B-aljabar dan BN-
aljabar [14] yang sudah memiliki konsep lengkap tentang ideal-
nya, seperti konsep ideal prima di B-aljabar [15], Fuzzy ideal di
BN-aljabar [16], c-ideal dan n-ideal di BN-aljabar [17], dan kon-
sep T-ideal dan α-ideal di BP-aljabar [18]. Terlebih lagi diperke-
nalkannya jenis-jenis ideal baru yang dikonstruksi dari beberapa
jenis ideal pada incline [19], seperti konsep r-ideal, k-ideal, dan
m-k-ideal di BN-aljabar [20].
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Berbeda dengan penelitian sebelumnya, dalam penelitian
ini dikonstruksi konsep r-ideal pada BG-aljabar. Metode yang di-
gunakan mengacu pada pengkonstruksian konsep r-ideal di BN-
aljabar, tetapi dengan membentuk suatu subset yang berbeda.
Pada penelitian sebelumnya dibahas tentang pendefinisian r-ideal
di BN-aljabar, dengan subset yang dibentuk harus merupakan ide-
al di BN-aljabar. Adapun dalam penelitian ini dibentuk suatu sub-
set tak kosong dari BG-aljabar tanpa harus menjadikannya se-
bagai ideal. Berdasarkan konsep r-ideal di BG-aljabar, diperoleh
sifat-sifat dari elemennya, serta hubungannya dengan subaljabar,
normal, dan ideal di BG-aljabar.

2. Dasar Teori
Berikut ini diberikan teori dasar yang diperlukan dalam

pengkonstruksian r-ideal di BG-aljabar.

Definisi 1. [1] Suatu aljabar (G; ∗, 0) dikatakan BG-aljabar
jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:

(BG1) x ∗ x = 0,
i.ii. (BG2) x ∗ 0 = x,

iii. (BG3) (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) = x, untuk setiap x, y ∈ G.

Definisi 1 memberikan dasar bagi struktur BG-aljabar, yang
mencakup aksioma-aksioma yang mengatur operasi biner ∗ dan
konstanta 0 dalam himpunan G. Pengetahuan tentang struktur ini
sangat penting untuk memahami hubungan antar elemen dalam
BG-aljabar, yang akan digunakan dalam membangun teori lebih
lanjut mengenai r-ideal pada BG-aljabar di bagian hasil penelitian.

Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar. Didefinisikan relasi
≤ pada G sebagai x ≤ y jika dan hanya jika x ∗ y = 0 untuk
setiap x, y ∈ G. Berikut ini diberikan sifat-sifat BG-aljabar yang
telah dibahas dalam [1].

Teorema 1. Jika (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar, maka
i. (x ∗ (0 ∗ x)) ∗ x = x,
ii. Jika x ∗ y = z ∗ y, maka x = z,
iii. 0 ∗ (0 ∗ x) = x,
iv. Jika x ∗ y = 0, maka x = y,
v. Jika 0 ∗ x = 0 ∗ y maka x = y, untuk setiap x, y, z ∈ G.

Bukti. Pembuktian telah dibahas dalam [1].

Definisi 2. [1] Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar. Suatu
himpunan tak kosong S disebut subaljabar dari G jika me-
menuhi a ∗ b ∈ S untuk setiap a, b ∈ S.

Definisi 3. [1] Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar. Suatu
himpunan tak kosongN dariG disebut normal diG jika me-
menuhi (x ∗ a) ∗ (y ∗ b) ∈ N untuk setiap x ∗ y, a ∗ b ∈ G.

Definisi 2 dan Definisi 3 menyajikan konsep subaljabar dan
normal di BG-aljabar. Konsep tersebut akan digunakan untuk
mengkonstruksi sifat-sifat r-ideal di BG-aljabar, yaitu tentang hu-
bungannya dengan r-ideal.

Definisi 4. [4] Suatu himpunan bagian (subset) tak kosong I
dari BG-aljabar G disebut ideal di G jika memenuhi

0 ∈ I, dan
i.ii. b ∈ I dan a∗ b ∈ I , mengakibatkan a ∈ I, untuk setiap

a, b ∈ G.

Definisi 4 menjelaskan tentang konsep ideal di BG-aljabar.
Definisi tersebut disajikan untuk mengidentifikasi hubungannya
dengan r-ideal di BG-aljabar. Kemudian, pengkonstruksian kon-
sep r-ideal di BG-aljabar mengacu pada konsep r-ideal di BN-
aljabar. Oleh karena itu, berikut ini diberikan definisi BN-aljabar,
beberapa sifatnya, dan definisi r-ideal di BN-aljabar.

Definisi 5. [14] BN-aljabar adalah suatu himpunan tak kosong
P dengan konstanta 0 dan operasi biner ∗ yang memenuhi
aksioma berikut:

(BN1) x ∗ x = 0,
i.ii. (BN2) x ∗ 0 = x,

iii. (BN3) (x ∗ y)∗z = x∗(z∗(0 ∗ y)), untuk setiap x, y, z ∈
P .

Teorema 2. Misalkan (P ; ∗, 0) adalah BN-aljabar, maka
i. 0 ∗ (0 ∗ x) = x,
ii. y ∗ x = (0 ∗ x) ∗ (0 ∗ y),
iii. (0 ∗ x) ∗ y = (0 ∗ y) ∗ x,
iv. Jika x ∗ y = 0, maka y ∗ x = 0,
v. Jika 0 ∗ x = 0 ∗ y, maka x = y,
vi. (x ∗ z)∗(y ∗ z) = (z ∗ y)∗(z ∗x), untuk setiap x, y, z ∈

P .

Bukti. Pembuktian lengkap telah dibahas dalam [14].

Definisi 6. [20] Misalkan (P ; ∗, 0) adalah BN-aljabar dan I
adalah ideal sejati dari P . I disebut r-ideal dari P jika x∗y ∈
I dan 0∗x = 0mengakibatkan y ∈ I untuk setiap x, y ∈ P .

3. Hasil dan Pembahasan
Hasil penelitian yang diperoleh adalah definisi r-ideal di BG-

aljabar dan sifat-sifatnya. Berikut ini diberikan definisi r-ideal di
BG-aljabar yang dikonstruksi berdasarkan Definisi 1, Definisi 4,
Definisi 5, Teorema 2, dan Definisi 6.

Definisi 7. Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar. Suatu sub-
set tak kosong I dariG disebut r-ideal dariG jika memenuhi
i. 0 ∈ I , dan
ii. 0 ≤ x dan x∗y ∈ I mengakibatkan y ∈ I , untuk setiap

x, y ∈ G.

Contoh 1. MisalkanG = {0, 1, 2, 3}. Didefinisikan operasi
∗ pada G sebagai berikut:

JJoM | Jambura J. Math Volume 7 | Issue 1 | February 2025
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∗ 0 1 2 3
0 0 3 2 1
1 1 0 3 2
2 2 1 0 3
3 3 2 1 0

Dapat ditunjukkankan bahwa (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar. Se-
mua subset tak kosong dariG yangmemuat elemen 0 adalah
0 , 0, 1 , 0, 2 , 0, 3 , 0, 1, 2 , 0, 1, 3 , {0, 2, 3}. Dapat di-
tunjukkan bahwa subset yang merupakan ideal hanya {0}
dan {0, 2}, sedangkan subset yang merupakan r-ideal di G
adalah 0 , 0, 1 , 0, 2 , 0, 3 , 0, 1, 3 .

Pada Teorema 3 dan Teorema 4 diberikan sifat r-ideal di BG-
aljabar yang berkaitan dengan sifat relasi≤, serta hubungan antar
elemennya dalam suatu r-ideal.

Teorema 3. Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar dan I adalah
r-ideal di G. Jika y ≤ x, maka y ∈ I untuk setiap x, y ∈ G.

Bukti. Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar. Karena I adalah r-
ideal di G, maka berdasarkan Definisi 7 dan Teorema 1 (ii), dipe-
roleh 0 ≤ x, yang artinya 0∗x = 0 untuk setiap x ∈ G. Misalkan
y ≤ x, artinya y ∗ x = 0 untuk setiap x, y ∈ G, maka dapat
ditulis 0 ∗ x = 0 = y ∗ x. Dengan menggunakan Teorema 1 (ii),
diperoleh y = 0 ∈ I .

Teorema 4. Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar dan I adalah
r-ideal diG. Jika 0 ≤ y dan x ∗ y ∈ I , maka x ∈ I untuk setiap
x, y ∈ G.

Bukti. Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar. Karena I adalah r-
ideal di G, berdasarkan Definisi 7, jika 0 ≤ x (artinya 0 ∗ x = 0)
dan x ∗ y ∈ I mengakibatkan y ∈ I untuk setiap x, y ∈ G.
Misalkan 0 ≤ y artinya 0 ∗ y = 0 untuk setiap y ∈ G. Karena
0∗x = 0 dan 0∗y = 0, maka 0∗x = 0∗y. Dengan menggunakan
Teorema 1 (v), diperoleh x = y ∈ I . Jadi, terbukti bahwa Jika
0 ≤ y dan x ∗ y ∈ I , maka x ∈ I untuk setiap x, y ∈ G.

Selanjutnya, pada Teorema 5 diperoleh sifat r-ideal yang
berkaitan dengan hasil operasi elemen 0 dengan suatu elemen
lainnya pada suatu r-ideal di BG-aljabar.

Teorema 5. Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar dan I adalah
r-ideal di G. Jika 0 ∗ x ∈ I , maka x ∈ I .

Bukti. Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar. Misalkan 0 ≤ x arti-
nya 0∗x = 0. Karena I adalah r-ideal diG, dengan menggunakan
Definisi 7 dan Teorema 1 (iv), diperoleh x = 0. Misalkan x∗y ∈ I ,
maka 0 ∗ y ∈ I mengakibatkan y ∈ I . Jadi, terbukti bahwa jika
0 ∗ x ∈ I , maka x ∈ I .

Pada Teorema 6, Teorema 7, dan Akibat 1 berikut, diperoleh
hubungan antara subaljabar dan ideal normal dengan r-ideal di
BG-aljabar.

Teorema 6. Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar dan I ada-
lah subset tak kosong dari G. Jika I adalah subaljabar, maka I
adalah r-ideal di G.

Bukti. Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar dan I adalah subset
tak kosong dari G.
i. Karena I adalah subaljabar di G, berdasarkan Definisi 2 un-

tuk setiap x ∈ I , maka x ∗ x = 0 ∈ I (syarat (i) r-ideal
terpenuhi).

ii. Misalkan 0 ≤ x, artinya 0 ∗ x = 0. Dengan menggunakan
Teorema 1 (iv), diperoleh x = 0. Misalkan x ∗ y ∈ I , maka:

0 ∗ y ∈ I. (1)

Berdasarkan Teorema 1 (iii), diperoleh 0 ∗ (0 ∗ y) = y. Karena I
adalah subaljabar, maka dari (i) (0 ∈ I ) dan pers. (1) (0 ∗ y ∈ I ),
diperoleh 0 ∗ (0 ∗ y) = y ∈ I .
Dari (i) dan (ii) terbukti bahwa I adalah r-ideal di G.

Teorema 7. Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar dan I adalah
subset tak kosong dariG. Jika I adalah ideal normal diG, maka
I adalah subaljabar di G.

Bukti. Diketahui bahwa (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar dan I adalah
subset tak kosong dari G. Misalkan x, y ∈ I , karena I normal
berdasarkan Definisi 3, diperoleh (x ∗ y)∗(x∗0) ∈ I (pernyataan
ini berlaku karena memenuhi x ∗ x = 0 ∈ I dan y ∗ 0 = y ∈ I ).
Karena I adalah ideal di G, maka x ∗ y ∈ I . Jadi, terbukti bahwa
I adalah subaljabar di G.

Akibat 1. Misalkan (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar dan I adalah
subset tak kosong dariG. Jika I adalah ideal normal diG, maka
I adalah r-ideal di G.

Bukti. Diketahui bahwa (G; ∗, 0) adalah BG-aljabar dan I ada-
lah subset tak kosong dari G. Karena I adalah ideal normal di
G, maka dengan menggunakan Teorema 7, diperoleh bahwa I
adalah subaljabar di G. Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 6,
terbukti bahwa I adalah r-ideal di G.

4. Kesimpulan
Dalam artikel ini, konsep r-ideal di BG-aljabar didefini-

sikan. Berdasarkan konsep tersebut, dikonstruksi sifat-sifat r-
ideal, di antaranya yang berkaitan dengan relasi ≤ dan elemen-
elemennya. Selanjutnya, diperoleh hubungan antara subaljabar
dan ideal normal dengan r-ideal di BG-aljabar, yaitu setiap suba-
ljabar adalah r-ideal di BG-aljabar, dan setiap ideal normal juga
merupakan r-ideal.
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