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ABSTRAK. Penelitian ini mengkaji struktur graf konjugasi yang dibentuk dari kelas-kelas konjugasi dalam grup
alternating Aa, grup simetri Ss, serta produk langsung A4 x Ss. Dengan menggunakan perangkat lunak Mathe-
matica, ditentukan kelas-kelas konjugasi dari masing-masing grup, kemudian dibentuk graf konjugasi yang merep-
resentasikan relasi konjugasi antar kelas. Hasil menunjukkan bahwa graf dari A4 x Ss membentuk graf lengkap
K« j, dengan i dan j adalah jumlah kelas konjugasi dalam A4 dan Ss. Temuan ini menunjukkan bahwa struktur
konjugasi pada produk langsung memuat kompleksitas kombinatorial yang khas dari kedua grup komponennya.

ABSTRACT. This study investigates the structure of conjugacy graphs formed from the conjugacy classes in the
alternating group Aa, the symmetric group Ss, and their direct product A4 x Ss. Using Mathematica, the conju-
gacy classes of each group are determined, and the corresponding conjugacy graphs are constructed to represent the
relationships between the classes. The results show that the conjugacy graphs of A4 x Ss form a complete graph
K« j, where i and j are the number of conjugacy classes in A4 and S3, respectively. These findings indicate that the
conjugacy structure of the direct product exhibits a distinctive combinatorial complexity derived from its component

Conjugacy Graphs groups.

1. Pendahuluan

Teori grup merupakan salah satu pilar utama dalam alja-
bar modern yang banyak digunakan untuk memahami struktur
simetri, baik dalam konteks matematika murni maupun terapan.
Melalui konsep kelas konjugasi, teori grup memberikan cara sis-
tematis untuk mengelompokkan elemen-elemen yang memiliki
sifat struktural serupa, sehingga berperan penting dalam teori
representasi, karakter, serta berbagai aplikasi dalam fisika, kimia,
teori kode, dan kriptografi [1-3].

Dalam beberapa dekade terakhir, hubungan antara teori
grup dan teori graf berkembang menjadi sebuah bidang yang pro-
duktif. Representasi graf memungkinkan visualisasi relasi inter-
nal antar elemen grup, salah satunya melalui graf konjugasi (conju-
gacy class graph). Pada graf ini, simpul mewakili kelas konjugasi,
sedangkan sisi menghubungkan dua simpul jika terdapat relasi
konjugasi tertentu antar elemen [4, 5]. Pendekatan ini membuka
jalan baru dalam menganalisis grup melalui metode kombinato-
rial, yang sekaligus menjembatani aljabar dengan teori graf.

Penelitian awal oleh Bianchi et al. [6] dan Alfandary [4]
menyoroti sifat-sifat dasar graf konjugasi, seperti diameter dan
keterhubungan. Kajian tersebut kemudian berkembang ke arah
yang lebih khusus, misalnya pada graf konjugasi komutatif, so-
Ivable conjugacy class graph, dan struktur subgraf terlarang [7-9].
Selain itu, aspek spektral graf konjugasi juga mulai diteliti, yang
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memberikan informasi lebih dalam mengenai sifat energi dan ei-
genvalue dari graf yang terbentuk [10].

Perhatian besar juga diberikan pada kelas grup tertentu.
Misalnya, graf konjugasi untuk grup simetri S,, dan grup dihe-
dral D,, dikaji untuk mengidentifikasi pola strukturalnya [11], se-
mentara penelitian lain meninjau sifat graf untuk grup p-hingga,
grup nilpoten, serta grup hampir abelian [12, 13]. Bahkan, varian
graf baru seperti graf kelas konjugasi siklik yang triangle-free telah
diperkenalkan baru-baru ini [14], menegaskan bahwa bidang ini
terus berkembang dengan arah penelitian yang beragam.

Di sisi lain, tinjauan menyeluruh mengenai graf aljabar
yang terkait dengan grup telah dilakukan oleh beberapa pene-
liti [15, 16], yang menekankan pentingnya graf konjugasi dalam
memahami keterkaitan antara ukuran kelas, derajat karakter, ser-
ta struktur internal grup. Model berbasis graf seperti divisibility
graph juga diperluas ke berbagai kelas grup, termasuk grup line-
ar khusus dan grup sederhana [17-19]. Hal ini memperlihatkan
bahwa representasi graf bukan hanya alat bantu visual, melainkan
juga sarana analitik yang kaya untuk mengeksplorasi sifat grup.

Meskipun demikian, terdapat celah penelitian yang cukup
nyata. Sebagian besar kajian masih berfokus pada graf konju-
gasi dari grup tunggal, sementara analisis pada produk langsung
dua grup non-Abelian relatif jarang ditemukan [20, 21]. Pada-
hal, produk langsung dari dua grup semacam ini berpotensi me-
munculkan struktur konjugasi yang jauh lebih kompleks, karena
menggabungkan karakteristik dari masing-masing grup kompo-
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nennya. Kasus khusus seperti A, x S3 menarik untuk diteliti (12)),((123),(123)),((123),(132)),((123),
karena keduanya merupal<an grup non?-Abelian terkeci'l d.engarT (13)),((124),(1)),((124),(23)),((124),(12)),
struktur kelas konjugasi yang kaya, sehingga dapat menjadi studi (124),(123)), ((124),(132)),((124),(13))
kasus yang representatif untuk memahami fenomena konjugasi ’ ’ ’ ’ ’ ’
pada produk langsung. ((132),(1)),((132),(23)),((132),(12)),((132),
Berclasarkal?.latar bela.kang.tersgbut, penelitiap ini bertuju- (123)),((132),(132)),((132),(13)),((134),(1)),
an unt}ﬂ;mengkajl grdaflk(;njugam dari gf;up al;ernaltln% 443 grzp ((134),(23)),((134),(12)),((134),(123)),
simetri S3, serta produk langsungnya A, x Ss. Analisis ini di-
harapkan tidak hanya memberikan pemahaman lebih mendalam ((134),(132)),((134),(13)),((13)(24), (1)),
tentang keterkaitan struktur grup dengan representasi grafisnya, ((13)(24),(23)),((13)(24),(12)),((13)(24),
tetapi Juga membuka peluang aplikasi lebi-h lanjut Flalam pemo- (123)),((13)(24),(132)),((13)(24),(13)),
cbielz.mgarlr.lgan kompleks, automata, dan sistem kriptografi ber- ((142),(1)),((142),(23)),((142),(12)),((142),
o (123)),((142),(132),((142),(13)),((143),(
2. Metode ((143),(23)),((143),(12)),((143),(123)),
Penelit.ian ini dila.k%lkan secara kualitatif dengan pendekat- ((143),(132)),((143),(13)),((14)(23),(1)),
an ek.sploratlf dan .anallt.lk terhadap st.ru.ktur grup dan. graf kor?- ((14)(23),(23)), (14)(23),(12)),((14)(23),
jugasi. Tahapan dimulai dengan studi literatur terkait grup si- (123)), (1 4)(23), (13 2)), ((14)(23), (1 3))}

metri S3 dan grup alternating A4, kelas-kelas konjugasi, serta
produk langsung grup. Selanjutnya, ditentukan elemen-elemen
dan kelas-kelas konjugasi dari grup S3, A4 dan Ay x S3 seca-
ra eksplisit menggunakan perangkat lunak Mathematica. Berda-
sarkan data kelas konjugasi yang diperoleh, graf konjugasi diben-
tuk dengan merepresentasikan setiap kelas sebagai simpul dan
menghubungkannya jika terdapat elemen dari masing-masing ke-
las yang saling berkonjugasi.

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Grup A4 x S3

Grup alternating A4 merupakan suatu grup yang anggota-
nya adalah himpunan semua permutasi genap pada grup simetri
Sy, yaitu:

As={(1),(234),(243),(1
(134),(13)(2

2)(34),(123),(124),(132),
4),(142),(143),(14)(23)}.

Grup simetri S3 merupakan suatu grup yang anggotanya
adalah himpunan semua permutasi dari R = {1,2,3}. Anggota
dari grup simetri S5 adalah:

Sz ={(1),(2

Grup A4 x S3 merupakan suatu grup yang anggotanya ada-
lah himpunan pasangan berurutan dari elemen-elemen grup al-
ternating A4 dan grup simetri S5 dengan notasi:

3),(12),(123),(132),(13)}.

Ay x S3={(p,q) | p€ Ay danq € S3}.

Anggota-anggota dari grup A4 x S5 adalah:

Ay x 53 ={((1), (1)), ((1),(23)), ((1), (1 2)), ((1), (1 23)),
(1), (132)),((1),(13)),((234),(1)),((234),(23)),
((234),(12)),((234),(123)),((234),(132)),
((234),(13)),((243),(1)),((243),(23)),((243),
(12)),((243),(123)),((243),(132)),((243),
(13)),((12)(34), (1)), ((12)(34),(23)),((12)(34),
(12)),((12)(34),(123)),((12)(34),(132)),((12)
(34),(13)),((123),(1)),((123),(23)),((123),

3.2. Kelas-Kelas Konjugasi Grup A4, S3, dan A4 x S3

Pada grup alternating A4, untuk h, g € A, terdapatx € Ay
yang memenuhi definisi ¢ = zhz~! sedemikian sehingga mem-
buat h dan g saling berkonjugasi.

Diberikan (1 2)(3 4) € Ay, terdapat (1) € Ay sehingga

diperoleh:
(1)o(12)(34)0 (1)t =(1)0(12)(34)0 (1)
=(1)o(12)(34)
=(12)(34).

Didapatkan (1 2)(3 4) berkonjugasi dengan (1 2)(3 4).

Dengan menggunakan perangkat lunak Mathematica, dipe-
roleh elemen-elemen yang saling berkonjugasi pada grup alterna-
ting Ay.

3k

AlternatingGroup[n]//GroupElements

F = PermutationReplace[{1,2,63,4},B]

orderr:= n!/2

Do [{r = InversePermutation [B[[E]]], Write[aw, r]} i1, orderr}]

Do[{v = PermutationProduct[B[[i]], B[[1]], R[[i]]], Write[af,v]}, {i, 1, orderr}]

[ =

Gambar 1. Input grup A4 pada Mathematica

Menggunakan script input seperti pada Gambar 1, diperoleh
sebelas kelas konjugasi lain pada grup Ay, sehingga diperoleh
bahwa terdapat dua belas kelas konjugasi pada grup A4, yaitu:

ClI={M)k

Cl(12)(34)] ={(12)(34),(13)(24),(14)(23)};

Cl(13)(24)] = {(13)(24),(12)(34), (14)(23)};

ClA4)(23)] = {(14)(23),(12)(34),(13)(24)};
Cl(123)]={(123),(134),(243),(142)};
Cl(134))={(134),(123),(243),(142)};
Cl(243)] = {(243),(123),(134),(142)};
Cl(142)] ={(142),(123),(134),(243)};
Cl(132)]={(132),(143),(234),(124)};
Cl(143)]={(143),(132),(234),(124)};

JJoM | Jambura J. Math
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C[( )]:{( 4),(132),(143),(124)};
{(124),(132),(143),(234)}.

Pada grup simetri S3, untuk i, g € S3 terdapat x € S3 yang
memenuhi definisi g = zhx~' sedemikian sehingga membuat h
dan g saling berkonjugasi.

Diberikan (1 2 3) € Ss, terdapat (1) € S5 sehingga dipe-

roleh:
(1)o(123)0(1) ™ =(1)0(123)0(1)
(

=(1)o(123
=(123).

Didapatkan (1 2 3) berkonjugasi dengan (1 2 3).

Menggunakan perangkat lunak Mathematica, dilakukan
langkah yang serupa untuk memperoleh elemen-elemen yang sa-
ling berkonjugasi pada grup simetri Ss.

ul

H3

Smetr:.cGroup [n]//GroupElements
L = PermutationReplace[{1l,2,3},T]
orderrr:= n!

Do [ {w = InversePermutation [T[[l]]] , Write[af, w]} i1, orderrr}]
Do[{g = PermutationProduct[T[[i]], T[[1]], S[[i]]]. Write[af, q]}.{i. 1, orderrr}]

Gambar 2. Input grup S3 pada Mathematica

Menggunakan script input seperti pada Gambar 2, diperoleh
lima kelas konjugasi lain pada grup S, sehingga diperoleh bahwa
terdapat enam kelas konjugasi pada grup Ss, yaitu:

Cl={MW}
Cl(123))={(123),(132)};
Cl(132))={(132),(123)}

Cl(23)] = {(23),(13),(12)};
Cl13)] ={(13),(23),(12)};
Cl(12))={(12),(23),(13)}.

Pada grup A4 x Ss3, untuk h,g € Ay x S3 terdapat = €
A4 x S3 yang memenuhi definisi g = xhx ! sedemikian sehingga
membuat h dan g saling berkonjugasi.

Menggunakan software Mathematica, akan ditentukan kelas
konjugasi pada grup A4 x S5, dengan script pada Gambar 3.

PA = Outer[List,{B}.{T}]
PB = Outer[List {R}, {5}]
RA = Outer[List, {AC}, {CA}]

Gambar 3. Input grup Ss pada Mathematica

Menggunakan script input seperti pada Gambar 3, dipero-
leh tujuh puluh dua kelas konjugasi pada grup A4 x S5 yang dapat
dilihat pada Tabel 1. Kelas konjungasi ini dinyatakan secara for-
mal pada Proposisi 1.

Proposisi 1. Diberikan grup G dan G, g,a € G1 dan h,b €
Gs. Jika g dan a saling berkonjugasi di G1 serta h dan b saling
berkonjugasi di G, maka kelas konjugasi C|a, b] adalah kelas
konjugasi pada G x Ga.

Tabel 1. Kelas Konjugasi Grup A4 X S3

No. Kelas Konjugasi Elemen-Elemen

1. Cl((D),(1)] {((m,(1)}

2. C[((l),(l 23)) {((1),(123),((1),(1 32))}

3. Cl((1,(132))] {((1),(1 2 3)),((1),(1 32))}

4. Cl(1),( 12))] {(),(12)),((1),(1 3),((1),(2 3))}

5. C[(1),(1 3))] L1),(1 2),((1),(1 3)),((1),(2 3))}

6. C[(1),(2 3))] {((1),(1 2)),((1),(1 3)),((1),(2 3))}

7. Cl(T2)B4),(1))]  {(12)34,(1)),((13)2 4),(1),((14)23),(1)}
8. Cl((13)24),(]  {((12)34),(1),((13)24),(1),(1 42 3),(1)}
9. )5(D),(( (1)),((1 4)2 3),(1)}

Cl(T4)23),(1)]  {((12)(34),(1),((13)24),

{((123),(12).((123),(13)),((1 23),(2 3)),
(13 4),(1 2)),((1 3 4),(1 3)),((1 3 4),(2 3)),
((142),(12),((142),(13)),((1 42),23)),
((243),(12).(243),(13)).(243),23))}

Cl((243)23))]

~

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa jika g dan a saling konjugasi di
G1 dan serta h dan b saling konjugasi di G5 maka C/[a, b] adalah
kelas konjugasi di G; x Gs. Jika g dan a saling konjugasi, maka
kelas konjugasi dari a € G, adalah C[a] = {g = zax~ |z €
G1}. Jika h dan b saling konjugasi, maka kelas konjugasi dari
b € G adalah C[b] = {h = yby |y € G2}. Karena C|a] adalah
kelas konjugasi dari G; dan C[b] adalah kelas konjugasi dari G4,
maka

Cla,b] = {(g.h) = (z,y)(a,b)(w,y) "' [(z,y) € G1 x G2}
={(g9.7) = (z,9)(a,0)(z~",y~")l(z,y) € G1 x G2}
={(g.h) = (zaz™",yby™)|(z,y) € G1 x G2}

O

Berdasarkan pembuktian tersebut diperoleh bahwa Jika g €
Cla] € Gy danh € C[b] € Ge maka (g, h) € Cla,b] € Gy xGa.
Oleh karena itu, terbukti bahwa (g,h) € C[a,b]. Selain itu,
C'[a, b] adalah kelas konjugasi di grup G1 x Ga.

3.3. Graf Konjugasi Grup Alternating A4, Grup Simetri Ss, dan
Grup Ay x S3

Graf konjugasi dari suatu grup G merupakan graf yang di-
bentuk berdasarkan kelas-kelas konjugasi pada grup G. Kelas
konjugasi tersebut berisikan himpunan elemen-elemen yang sa-
ling konjugasi pada grup G.

Pada subbab sebelumnya telah diperoleh kelas-kelas konju-
gasi dari grup alternating A4, grup simetri S, dan grup A4 x S3.
Jadi, dapat digambarkan graf konjugasi dari masing-masing grup
berdasarkan kelas-kelas konjugasinya.

Pada penjelasan sebelumnya telah ditunjukkan bahwa di-
peroleh dua belas kelas konjugasi pada grup alternating . Tetapi
untuk menggambarkan graf konjugasinya, kelas konjugasi yang
berisi himpunan elemen-elemen yang sama akan dipilih satu ke-
las konjugasi saja, sehingga diperoleh empat kelas konjugasi ber-
ikut:

() €[] = {(W}

(ii) C[(12)34)] = {(12)34),(13)24),(14)23)}
(iii) C[(123)] ={(123),(134),(243), (142}
(iv) Cl(124)] ={(124),(132),(143),(234)}.
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Berdasarkan empat kelas konjugasi yang diperoleh pada
grup alternating A4, graf konjugasi yang terbentuk ditampilkan
pada Gambar 4.

Gambar 4. Graf konjugasi grup A4

Didapatkan bahwa kelas konjugasi (i) membentuk grafleng-
kap K1, kelas konjugasi (ii) membentuk graf lengkap K3, dan un-
tuk kelas konjugasi (iii) dan (iv) akan membentuk graf lengkap
Ky.

Sama halnya dengan kelas konjugasi pada grup alternating ,
kelas konjugasi pada grup simetri yang berisi himpunan elemen-
elemen yang sama akan dipilih satu kelas konjugasi saja, sehingga
diperoleh empat kelas konjugasi berikut.

a) (] ={(M}
b) C[(123)] = {(123),(132)}
(©) Cl(12)]={(12),(23),(13)}.

Berdasarkan tiga kelas konjugasi yang diperoleh pada grup
simetri S3, graf konjugasi yang terbentuk ditampilkan pada Gam-
bar 5.

GB, GBy

Gambar 5. Graf konjugasi grup Ss

Didapatkan bahwa kelas konjugasi (a) membentuk graf
lengkap K, kelas konjugasi (b) membentuk graflengkap K5, dan
untuk kelas konjugasi (c) akan membentuk graf lengkap Ko.

Kelas konjugasi pada grup A4 x Ss3 yang berisi himpunan
elemen-elemen yang sama akan dipilih satu kelas konjugasi saja,
sehingga diperoleh dua belas kelas konjugasi berikut, dan dinya-
takan secara visual pada Gambar 6.

YAy Y8y
. L —

Gambar 6. Graf konjugasi grup A4 x Ss

CI), ()] ={ (W), W)}
Cl((1), (123)] ={((1), (1 23)), (1), (132))};
Cl((), (13)] ={((1), (12)), (1), (1 3)), (1), (23))};

Cl(13)(24), (1)] ={((12)(34), (1)), (1 3)(24), (1)),
(14)(23), (1)}

Cl(14)(23),(123))] ={((12)(34),(123)),((12)(34),(132)),
((13)(24),(123)),((13)(24),(132)),
((14)(23),(123)),((14)(23),(132))};

CI(13)(24), (12)] ={((1 2)(34),(12)), ((1 2)(34), (1 3)),
((12)(34),(23)),((13)(24),(12)),
((13)(24),(13)),((13)(24),(23)),
((14)(23),(12)),((14)(23),(13)),
(14)(23),(23)};

Cl((234), (1)) ={((1 24), (1)), (1 32), (1)), ((143),(1)),
(234),(1)};

Cl((124),(123))] ={((124),(123)),((124),(132)),
((132),(123)),((132),(132)),
((143),(123)),((143),(132)),
((234),(123)),((234),(132))};

Cl((143), (13)] ={((124),(12)),((124),(13)),((124),
(23)),((132),(12)),((132),(13)),
((132),(23)),((143),(12)),((143),
(13)),((143),(23)),((234),(12)),
((234),(13)),((234),(23))};

Cl((142), (1)) ={((123),(1)), (1 34),(1)),((142),(1)),
((243),(1)};

Cl((243),(123))] ={((123),(123)),((123),(132)),
((134),(123)),((134),(132)),
((142),(123)),((142),(132)),
((243),(123)),((243),(132))};

Cl((134),(23)] ={((123),(12)),((123),(13)),((123),
(23)), ((134),(12)),((134),(13)),
((134),(23)),((142),(12)),((142),
(13)),((142),(23)),((243),(12)),
((243),(13)),((243),(23))}-

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan diperoleh ke-
simpulan sebagai berikut:

1. Elemen-elemen yang saling berkonjugasi pada grup alterna-
ting A4 dan grup simetri S3 akan saling berkonjugasi juga
pada grup A4 x Ss.

2. Graf konjugasi yang terbentuk berdasarkan kelas-kelas kon-
jugasi pada grup alternating A,, dan grup simetri S3 keselu-
ruhannya berbentuk graf lengkap K, denganp = 1,2, 3,4.

3. Graf konjugasi pada grup alternating A4, dan grup simetri
Ss saling berhubungan dengan graf konjugasi pada grup
Ay x Ss. Jika graf konjugasi yang terbentuk pada grup Ay
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berbentuk graf lengkap K,,, dengan m = 1,2, 3,4, dan graf
konjugasi yang terbentuk pada grup simetri S5 berbentuk
graf lengkap K,, dengan n = 1,2,3, maka graf konjugasi
yang akan terbentuk pada grup A4 x Ss berdasarkan kelas-
kelas konjugasinya adalah graf lengkap K, x»,.
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