RESEARCH ARTICLE ¢ OPEN ACCESS

Deret Maclaurin Turunan Fraksional Fungsi Inverse Trigonometri dan

Radius Kekonverganannya

Siti Miftahurrohmah Khoirunisa, Hafiz Iqbal Anshori, dan Eka Mulyawati S. Karim

iy

JAMBURA

JOURNAL OF MATHEMATICS

© 2026 by author(s)

Volume 8, Issue 1, Pages 121-125, February 2026

Diterima 20 Desember 2025, Direvisi 24 Februari 2026, Disetujui 26 Februari 2026, Diterbitkan 28 Februari 2026

To Cite this Article : S. M. Khoirunisa, H. I. Anshori, dan E. M. S. Karim,“Deret Maclaurin
Turunan Fraksional Fungsi Inverse Trigonometri dan Radius Kekonverganannya ”, Jambura
J. Math, vol. 8, no. 1, pp. 121-125, 2026, https://doi.org/10.37905/jjom.v8i1.37016

JOURNAL INFO ¢ JAMBURA JOURNAL OF MATHEMATICS

o

M A Homepage
JAM B U RA B8 Journal Abbreviation
JOURNAL OF MATHEMATICS A% Frequency
T OE  Publication Language
DOI
A Online ISSN
©  Editor-in-Chief
B  Publisher
[3  Country
OAI Address
Google Scholar ID
& Email

http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/jjom/index
Jambura J. Math.

Biannual (February and August)

English (preferable), Indonesia
https://doi.org/10.37905/jjom

2656-1344

Hasan S. Panigoro

Department of Mathematics, Universitas Negeri Gorontalo
Indonesia
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/jjom/oai
iWLjgaUAAAA]

info.jjom@ung.ac.id

JAMBURA JOURNAL ¢ FIND OUR OTHER JOURNALS

JAMEURA

JOURMAL OF MATHEMATICS EDUCATION

Jambura Journal of
Mathematics Education

Jambura Journal of
Biomathematics

ISSM: 20879393

wasen

o3 arsamee

Journal of Probability and Statistics

Jurnal limiah Matematika, Sains dan

PUBLISHER

DEPARTEMENT OF MATHEMATICS
FAGULTY OFMATHEMATICS AND NATURAL SCIENCE
STATE UNIVERSITY OFGORONTALO

—

Pt — e |
EULER : Jurnal IImiah
Matematika, Sains, dan
Teknologi

Jambura Journal of
Probability and Statistics



https://doi.org/10.37905/jjom.v8i1.37016
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/jjom/index
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2656-1344
https://ejurnal.ung.ac.id/index.php/JJoM/about/editorialTeamBio/3898
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/jjom/oai
https://scholar.google.co.id/citations?user=iWLjgaUAAAAJ&hl=id&authuser=5
mailto:info.jjom@ung.ac.id
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/jjbm/index
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/jmathedu/index
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/jps/index
http://ejurnal.ung.ac.id/index.php/euler/index

Jambura Journal of Mathematics, Volume 8, Issue 1, Pages 121-125, February 2026

https://doi.org/10.37905/jjom.v8i1.37016

Research Article

[ '.) Check for updates

Deret Maclaurin Turunan Fraksional Fungsi Inverse Trigonometri dan

Radius Kekonverganannya

Siti Miftahurrohmah Khoirunisa'*, Hafiz Iqbal Anshori', Eka Mulyawati S. Karim!

Yurusan Pengajaran Matematika, Institut Teknologi Bandung, Bandung 40116, Indonesia

ARTICLE HISTORY
Diterima 20 Desember 2025
Direvisi 24 Februari 2026
Disetujui 26 Februari 2026
Diterbitkan 28 Februari 2026

ABSTRAK. Turunan fraksional adalah generalisasi dari turunan biasa dengan orde non-integer atau pecahan. Pene-
litian ini menyajikan turunan fraksional dari fungsi invers trigonometri (arcsin, arccos, dan arctan) dengan batasan
orde 0 < o < 1. Fungsi invers trigonometri tersebut disajikan dalam bentuk deret Maclaurin. Selanjutnya, turunan
fraksionalnya dapat ditentukan dengan menggunakan definisi turunan fraksional menurut Riemann—Liouville. Hasil
utama menunjukkan formula eksplisit untuk deret Maclaurin fraksional dan membuktikan bahwa radius kekonver-

genan dari fungsi asal sama dengan radius kekonvergenan dari fungsi turunan fraksionalnya.

KATA KUNCI
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Invers Trigonometri
Maclaurin
Konvergen

ABSTRACT. Fractional derivatives are a generalization of ordinary derivatives to non-integer or fractional orders.
This study presents the fractional derivatives of inverse trigonometric functions (arcsin, arccos, and arctan) with

the order constraint 0 < o« < 1. These inverse trigonometric functions are expressed in the form of Maclaurin
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Fractional Derivative
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Maclaurin
Convergence

series. Furthermore, their fractional derivatives can be determined using the Riemann—Liouville definition of fractional
derivatives. The main results show an explicit formula for the fractional Maclaurin series and prove that the radius of
convergence of the original function is equal to the radius of convergence of its fractional derivative.

This article is an open access article distributed under the terms and conditions of the Creative Commons
Attribution-NonComercial 4.0 International License. Editorial of JJoM: Department of Mathematics, Uni-
BY NC

versitas Negeri Gorontalo, JIn. Prof. Dr. Ing. B. J. Habibie, Bone Bolango 96554, Indonesia.

1. Pendahuluan

Konsep matematika yang sangat fundamental salah satu-
nya adalah turunan. Turunan sangat diperlukan pada kehidupan
sehari-hari. Misalnya turunan pada bidang ekonomi untuk meng-
etahui biaya minimal dari suatu produk, turunan eksponensial di
bidang kedokteran untuk menganalisa efektivitas terapi pada pa-
sien, turunan di bidang teknologi untuk meminimalkan error pa-
da machine learning, dan lain-lain.

Penelitian ini lebih fokus membahas turunan dengan orde
bilangan pecahan yang disebut turunan fraksional. Turunan frak-
sional tak kalah pentingnya bagi berbagai bidang ilmu fisika se-
perti teknik, maupun mekanika [1, 2]. Adapun beberapa jenis
turunan fraksional sebagai berikut:

* Riemann-Liouville (RL) [3]:

D f(0) = i |y | (€~ ar

1Al n—a«o
* Caputo [4]:

1

D¢ f(t) = Tn—a)

/ (t— T)"_O‘_lf(")(T) dr.

¢ Caputo-Fabrizio (CF) [5]:

Dg‘Ff(t) =

*Penulis Korespondensi.

11—«

Mfe) / f(r) exp {—lo‘a(t - 7)} dr.
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* Atangana-Baleanu (AB) [6]:
B L
e A

* Griinwald-Letnikov (GL) [7]:

N
DL f(t) = Jim A~
=0

(t — T)a} dr.

17 (3) e n).

Di antara beberapa jenis turunan fraksional di atas,
Riemann-Liouville merupakan salah satu turunan fraksional yang
paling fundamental dan paling banyak dikaji dalam literatur ma-
tematika, karena memberikan landasan konsteptual yang paling
umum sehingga dapat dikembangkan lebih luas [8, 9]. Di sam-
ping itu, perluasan deret Maclaurin ke dalam turunan fraksional
Riemann-Liouville menjadi topik yang aktif dikaji karena berpo-
tensi memperluas jangkauan analisis fungsi yang hanya efektif de-
ngan pendekatan metode orde pecahan (non-integer) [10, 11].

Penelitian ini mengeksplorasi penggunaan deret Maclaurin
pada turunan fraksional dari suatu fungsi berorde 0 < o < 1 de-
ngan syarat diturunkan sebanyak takhingga kali [12]. Salah satu
fungsinya yaitu fungsi invers trigonometri yang sangat penting
bagi kalkulus, geometri, juga teknik [13]. Akan tetapi, konstruk-
si eksplisit deret Maclaurin yang menggunakan turunan fraksio-
nal Riemann-Liouville untuk fungsi invers trigonometri seperti
arcsin, arccos, dan arctan beserta analisis radius kekonvergenan-
nya belum dibahas secara mendalam.
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Beberapa penelitian sebelumnya terkait turunan fraksional
diantaranya, Jannan [ 14] membahas turunan fraksional dari fungsi
hiperbolik; Oldham dan Spanier [15] memberikan ekspresi untuk
turunan fraksional fungsi pangkat ™ kecuali fungsi invers trigo-
nometri arccos(t); Herrmann [12] membahas representasi grafis
kekonvergenan deret fraksional untuk fungsi dasar turunan frak-
sional; El-Ajou dkk. [16] memperkenalkan metode residual power
series berbasis ekspansi deret fraksional untuk menyelesaikan
persamaan diferensial fraksional nonlinear; Karande dan Khem-
nar [17] mengkaji perilaku turunan fraksional dari fungsi-fungsi
trigonometri secara khusus; Garrappa dkk. [ 18] mengkaji evaluasi
numerik turunan fraksional Riemann-Liouville dari fungsi-fungsi
elementer secara komprehensif.

Meskipun teori umum tentang turunan fraksional dari de-
ret pangkat telah diketahui, belum ada yang membahas menge-
nai: (1) formula eksplisit untuk deret Maclaurin fraksional fungsi
arccos(t), (2) analisis radius kekonvergenan deret fraksional yang
mencakup ketiga fungsi invers trigonometri belum dilakukan se-
cara komprehensif, (3) visualisasi kekonvergenan deret fraksional
untuk berbagai orde o masih terbatas.

Oleh karena itu, penelitian ini bertujuan untuk: (1) me-
nurunkan formula eksplisit untuk deret Maclaurin fraksional
fungsi arcsin(t), arccos(t), dan arctan(¢) menggunakan turunan
Riemann-Liouville, (2) membuktikan radius kekonvergenan deret
fraksional terhadap turunan fraksional untuk ketiga fungsi invers
trigonometri, (3) membuat visualisasi kekonvergenan deret frak-
sional untuk berbagai orde .

2. Metode

Penelitian ini menggunakan metode Riemann-Liouville ka-
rena metode ini merupakan generalisasi paling natural dari kal-
kulus klasik ke orde non-integer dan berfungsi untuk menyelidi-
ki sifat-sifat analitik fungsi-fungsi yang didefinisikan oleh inte-
gral, seperti fungsi invers trigonometri [4|. Selain itu, metode
ini menghasilkan ekspansi deret secara langsung dari sifat funda-
mental yaitu

T(p+1)
'p+v+1)
Penelitian ini dilakukan dengan beberapa tahapan. Perta-

ma, ketiga fungsi invers trigonometri dinyatakan dalam deret Ma-
claurin klasiknya [19, 20], yaitu

D™ = v, (1)

arcsin(t Z e % n 1)t2k+1, [t] <1, (2)
=0
arccos(t) = g —arcsin(t), |t <1, (3)
o (5D ok
arctan(t) = Z T 1t . |E < 1. 4

Representasi ini menjadi titik awal untuk aplikasi operator frak-
sional.

Kedua, operator D%, diterapkan pada deret pangkat
menggunakan Teorema 1 dan Teorema 2.

Teorema 1 ([21]). Turunan fraksional dari fungsi kuasa f(t) =

t, dengant > 0 dan A > —1 memenuhi
r(A+1)  ,_
D~ = ———7 "%,
0=t oz ©)
Jika X = 2k + 1, maka
F'2k+141) 504
Def(t) = Ve
f(t) Fr2k+1—-—a+1)
_ F(Qk + 2) 2k—a—+1 (6)
T2k — a+2) '

Dengan menerapkan turunan fraksional Riemann-Liouville, dipe-
roleh Teorema 2.

Teorema 2 ([4]). Untuk arcsin(t):
_ > (2k)! L2k+2) opi1-
5 t) = : «
i arcsin(t) kZ:O FEN2(2k+1) T(2k + 2 — ) ’
(7)
Untuk arccos(t), dengan 0 < o < 1:
D%, arccos(t) = ——— = 8)
RL T 2I(1 — @)
_ i (2k)! - T(2k4+2) opi1-a
L AF(R12(2k +1) T(2Zk+2—a) ’
Untuk arctan(t):
= (-1)F T(2k+2)
1D e 2= (9
e arctan(t 2 k+1 Tk+2—a) ©)

Perhatikan bahwa untuk arccos(¢) muncul suku singular ¢ =% yang
berasal dari turunan fraksional konstanta 7. Suku ini menyebabk-
an singularitas di ¢ = O untuk 0 < o < 1.

Ketiga, menggunakan uji Cauchy-Hadamard untuk
mencari radius kekonvergenan deret hasil seperti Teore-
ma 3.

Teorema 3 ([22]). Jika deret pangkat >, ax(z — ), maka
jari-jari kekonvergenan R diberikan oleh rumus
1
R = (10)

limsup,_, . ¥/|ax|

dengan catatan
e Jikalimsup,,_,  {/|ar| = 0, maka R = oo (deret konver-
gen untuk semua z).

e Jikalimsup,,_, o ¥/|ax| =
gen hanya di z = ¢).

oo, maka R = 0 (deret konver-

Analisis pertumbuhan koefisien perlu menggunakan hampiran
Stirling dengan k& — oo sehingga

T'(k + a) ~ kT (k). (11)
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Keempat, membuat visualisasi kekonvergenan dari berba-
gai orde untuk memvalidasi adanya kecocokan antar orde.

3. Hasil dan Pembahasan
3.1. Radius Kekonvergenan

Pada bagian ini akan dibuktikan bahwa D¢ f(¢) dari fung-
si invers trigonometri memiliki radius kekonvergenan R. Hasil
penelitian disajikan dalam Teorema 4.

Teorema 4. Jika f(t) = > pe axt** ™! memiliki radius kekon-
vergenan R, maka D f(t) juga memiliki radius kekonvergenan
R, untuk ketiga fungsi invers trigonometri.

Bukti. Misalkan f(t) = > 7 ait?***1. Dengan menggunakan

Teorema 1, Teorema 2, dan Teorema 3, diperoleh

Qk + 2) 2k+1—«
Dt ®) Z Tk +2-a)
- 1
- a FRE+1)  oki1-a

Z TRk +1) - a)

& ORTER) e
) ,; i <2k>1—ar<2k> e

_ 2k+1—«
Zak Qk 1 oct

= Zak 2k‘ ap2htl-a
k=0

(12)

Selanjutnya, substitusikan pers. (12) ke Teorema 3 sehingga
diperoleh
1/k

lim sup |bx|** = lim sup |ax|* - lim sup|cg|*/*
k—o0 k—o0 k—o0

1/k
= lim sup |ag|'/* - ( lim (Qk;)a>
k—o00

k—o0

= lim sup |ax|* - lim (2k)°/%
k— o0 k—o0

= lim sup |ap|*/F - lim e(®/F)In(Zk)
k— o0

k—o0
= lim sup |az|'/* - €°
k—o0
= lim sup |ak|1/k. (13)
k—oo
Dari section 3.2.1 kita memperoleh
R= L (14)
limsupy_, . 4/ax|

Karena limg_, o sup |bx|'/* = limj_, o sup |a|'/*, dapat

disimpulkan bahwa D% f(¢t) memiliki radius konvergensi yang
sama dengan f(t) = > .2, axt?**!. Lebih lanjut, hal terse-
but memberi arti bahwa radius kekonvergenan turunan fraksio-
nal fungsi invers trigonometri sama dengan radius fungsi asal-
nya. O

3.2. Grafik Kekonvergenan Deret

Selanjutnya disajikan visualisasi kekonvergenan deret in-
vers trigonometri untuk memberikan gambaran numerik terha-
dap hasil analisis teoretis yang telah diperoleh sebelumnya. Visu-
alisasi ini bertujuan untuk menunjukkan perilaku deret fraksional
dalam mendekati fungsi aslinya serta untuk mengamati pengaruh
perubahan orde fraksional « terhadap tingkat kekonvergenan de-
ret.

3.2.1. Grafik Kekonvergenan Deret arcsin(¢)

Grafik turunan fraksional dari deret Maclaurin fungsi
arcsin(t) berorde 0 dan 1 ditampilkan pada Gambar 1.

1

DO (arcsin(t))

-1 1
(a) Orde . =0
1
= 05+ 1
£
8 o 1
1
s
D 05 1
-1
-1 1

(b) Orde v =1
Gambar 1. Radius kekonvergenan arcsin(t)

Turunan ke-1 dari fungsi deret Maclaurin arcsin(¢) pada
Gambar 1b adalah dirinya sendiri yang dapat dilihat pada Gam-
bar 1a. Grafik turunan fraksional dari deret Maclaurin fungsi
arcsin(t) berorde 0, 0,25, 0,5, 0,75, dan 1 ditampilkan pada Gam-
bar 2.

1.5
1

0.5

D* (arcsin(t))

t

Gambar 2. Radius kekonvergenan arcsin(¢) untuk 0 < o <
1

Pada Gambar 2 terlihat bahwa grafik turunan fraksional RL
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dari fungsi arcsin(¢) untuk orde o = 0 sama dengan bentuk gra-
fik fungsi arcsin(¢) yang ditunjukkan pada Gambar 1. Artinya,
turunan fraksional dari arcsin(¢) ialah

= (2k)! I'(2k 4 2)

D¢, arcsin(t) = kz::o 4F(kN2(2k+1) T(2k+2—q)

2k+1—a

Lebih lanjut, dari Gambar 2 juga terlihat bahwa turunan fraksio-
nal RL dari fungsi arcsin(t) konvergen pada selang (—1,1) dan
mengkonfirmasi Teorema 3 bahwa radius kekonvergenan adalah
R = 1 untuk semua .

3.2.2. Grafik Kekonvergenan Deret arccos(t)

Grafik turunan fraksional dari deret Maclaurin fungsi
arccos(t) berorde 0 dan 1 ditampilkan pada Gambar 3.

3
2.5
s 2
§ 1.5
0 1
8 05
A o
-0.5

1 ‘

-1 -0.5 0 0.5 1
t
(a)Orde =0

3
2.5
S 2
§ 1.5
0 1
8 05
o O
-0.5

-1 ‘

-1 -0.5 0 0.5 1
t
(b) Orde v =1

Gambar 3. Radius kekonvergenan arccos(t)

Pada Gambar 3 ditunjukkan bahwa turunan orde pertama
dari deret Maclaurin fungsi arccos(¢) memiliki nilai yang identik
dengan turunan orde nol dari deret Maclaurin fungsi yang sama.
Hal ini menunjukkan adanya kesesuaian hasil antara kedua orde
tersebut dalam representasi deret yang diperoleh. Untuk mem-
berikan gambaran yang lebih komprehensif mengenai perilaku
turunan fraksional fungsi arccos(t), selanjutnya disajikan grafik
turunan fraksional deret Maclaurin untuk beberapa orde, yaitu 0,
0,25, 0,5, 0,75, dan 1 yang ditampilkan pada Gambar 4.

Pada Gambar 4 ditunjukkan bahwa grafik turunan frak-
sional Riemann-Liouville dari fungsi arccos(¢) untuk orde
a = 0 memiliki bentuk yang sama dengan grafik fungsi
arccos(t) yang disajikan sebelumnya. Hal ini menunjukkan
bahwa turunan fraksional dari fungsi arccos(t) diberikan oleh

™ (2k)!

D¢, arccos(t) = mf - Zk:om '

D? (arccos(t))

Gambar 4. Radius kekonvergenan arccos(¢) untuk 0 < o <
1

I'(2k +2)
I'2k+2-a)
jukkan bahwa turunan fraksional Riemann-Liouville dari fungsi
arccos(t) konvergen pada selang (—1, 1), sehingga menguatkan
hasil pada Teorema 3 bahwa radius kekonvergenan deret tersebut
adalah R = 1 untuk setiap nilai «.

t2k+1-a Selain itu, grafik yang diperoleh menun-

3.2.3. Grafik Kekonvergenan Deret arctan(t)

Grafik turunan fraksional dari deret Maclaurin fungsi
arctan(t) berorde 0 dan 1, ditampilkan pada Gambar 5.

1

DO (arctan(t))

(@) Orde =0

D' (arctan(t))

(b) Orde o =1

Gambar 5. Radius kekonvergenan arctan(t)

Turunan ke-0 dari fungsi deret Maclaurin arctan(¢) memili-
ki bentuk yang sama dengan turunan ke-1 dari fungsi deret Ma-
claurin arctan(t) sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 5a dan
Gambar 5b. Selanjutnya disajikan grafik turunan fraksional dari
deret Maclaurin fungsi arctan(¢) untuk orde @ = 0, a = 0,25,
a = 0,5, =0,75, dan a = 1, pada Gambar 6.

Terlihat pada Gambar 6 bahwa grafik turunan fraksional
Riemann-Liouville dari fungsi arctan(¢) untuk orde & = 0 me-
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D¢ (arctan(t))

-1 -0.5 0 0.5 1

Gambar 6. Radius kekonvergenan arctan(t) untuk 0 < o <
1

miliki bentuk yang sama dengan grafik fungsi arctan(¢) yang di-
tunjukkan pada Gambar 5. Hal ini menunjukkan bahwa turunan
fraksional dari arctan(t) dinyatakan oleh

o o~ (CDF T@k+2) g
DRLarCtan(t):kZ:()Qk+l Tok+2-a) .

Namun demikian, pada Gambar 6 terlihat bahwa turunan fraksio-
nal Riemann-Liouville dari fungsi arctan(t) tidak konvergen pada
selang (—1,1). Oleh karena itu, radius kekonvergenan turunan
fraksional tersebut adalah R = oo.

4. Kesimpulan

Hasil penelitian menunjukkan bahwa radius kekonvergen-
an deret fraksional untuk ketiga fungsi invers trigonometri yang
dikaji memiliki nilai radius kekonvergenan R yang sama untuk
semua «, sebagaimana dinyatakan pada Teorema 3. Selain itu,
berdasarkan visualisasi grafik pada berbagai orde «, diperoleh
bahwa turunan fraksional pertama dari fungsi invers trigonometri
mempertahankan bentuk fungsi asalnya. Temuan ini memberik-
an kontribusi yang komprehensif terhadap pengembangan teori
deret fraksional pada fungsi invers trigonometri serta membuka
peluang penelitian lanjutan pada fungsi-fungsi transendental la-
innya.

Siti Miftahurrohmah Khoirunisa: Kurasi data,
penulisan-persiapan draf asli, administrasi proyek. Hafiz Iqbal Ansho-
ri: Konseptualisasi, metodologi, analisis formal, penulisan-tinjauan dan
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