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ABSTRAK

Diberikan graf G=(V (G),E(G)) merupakan graf terhubung, dengan V(G) adalah
himpunan simpul dan E(G) adalah himpunan sisi. Himpunan D;(G) disebut himpunan
dominasi total pada G, jika setiap simpul veV(G) bertetangga dengan salah satu simpul di
Dy(G). Lebih lanjut, D;(G) harus memenuhi sifat N (D;) =V(G) dengan N(D;) merupakan
himpunan persekitaran terbuka dari D;(G). Dimisalkan D;(G) merupakan himpunan
dominasi total dengan kardinalitas minimum. Jika V(G)—D;(G) memuat himpunan
dominasi total D;'(G), maka D;(G) disebut himpunan invers dominasi total relatif
terhadap D;(G). Kardinalitas minimum dari himpunan invers dominasi total disebut
bilangan invers dominasi total, dinotasikan dengan ;! (G). Pada penelitian ini dibahas
tentang bilangan invers dominasi total pada triangular snake graph (T,), line triangular snake
graph (L (Ty)), dan shadow triangular snake graph (D (Ty)). Graf T, adalah graf yang diperoleh
dari graf lintasan (P,) dengan mengganti setiap sisi lintasan dengan graf sikel (C3). Graf
L (T,) adalah graf dengan himpunan simpul pada L (T, ) merupakan himpunan sisi pada T,
atau V (L (T,)) =E(Ty). Graf Dy(T,) adalah graf yang diperoleh dengan menggabungkan
dua salinan graf T}, yaitu T, dan T,,. Hasil dari penelitian ini diperoleh, bahwa graf T, tidak
memiliki bilangan invers dominasi total, 7, ! (L (T,)) =n untuk n=4,6,8, 7, (L (T,)) =n—1
untuk n= 3,5,7 atau n>9 dengan n€IN, dan 7;1 (D (Ty)) = L%”J untuk 7>3 dengan n€NN.
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ABSTRACT

Let G = (V(G), E(G)) be a connected graph, where V(G) is the set of vertices and E(G) is the set of
edges. The set D¢(G) is called the total domination set in G if every vertex v € V(G) is adjacent to
at least one vertex in Dy (G). Furthermore, Di(G) must satisfy the property N(D; ) = V(G), where
N (Dy) is an open neighborhood set of D¢(G). Suppose that Di(G) is the total domination set with
minimum cardinality. If V(G) — Dy(G) contains a total domination set D, 1(G), then D;(G) is
the inverse set of total domination relative to the total domination set Dy (G). The inverse’s number of
the total domination set denotes the minimum cardinality of the inverse set of total domination. This
number is denoted by ;' (G). This article discusses the inverse’s number of total domination of the
triangular snake graph (Ty), line triangular snake graph (L (T, )), and shadow triangular snake graph
(Dy (T )). Graph T, is a graph obtained from the path graph (Py) by replacing each side of the path
with a cycle graph (C3). Graph L (Ty) is a graph where the vertex set in L(T,) is the edge set on Ty,
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or V(L(T,)) = E(Tyn). Graph D, (Ty,) is a graph obtained by combining two copies of a graph Ty,
namely T}, and T" . This research shows that the graph T,, does not have an inverse of domination total,
Y (L(Ty)) = nforn =4,6,8 v (L(T,)) =n—1forn =357 0rn>9withn € N, and
v (D (T ) = |2 | forn > 3withn € N.
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1. Pendahuluan

Teori graf merupakan salah satu pokok bahasan didalam bidang matematika diskret
yang mempelajari tentang graf. Graf merupakan teori yang diperkenalkan oleh
Leonhard Euler, seorang matematikawan Swiss pada tahun 1736 [1]. Semenjak
diperkenalkan, topik-topik dalam teori graf terus mengalami perkembangan salah
satunya tentang himpunan dominasi. Sejarah himpunan dominasi berawal ketika
penggemar catur Eropa mulai mempelajari masalah “dominasi ratu” [2]. Pada tahun
1862, de Jaenisch berusaha menentukan jumlah minimum ratu yang dapat ditempatkan
di papan catur 8 x 8 sedemikian sehingga setiap kotak ditempati oleh seorang ratu
dalam satu gerakan. Kemudian himpunan dominasi digunakan untuk menentukan
jumlah minimum ratu sehingga setiap ratu bisa mendominasi atau menyerang setiap
posisi dengan sekali perpindahan pada papan catur tersebut. Saat ini, topik mengenai
himpunan dominasi terus dikembangkan dengan berbagai macam jenis himpunan
dominasi, diantaranya himpunan dominasi total, himpunan dominasi invers, dan
himpunan invers dominasi total.

Diberikan graf G = (V(G),E(G)) merupakan graf terhubung dengan V(G)
merupakan himpunan simpul dan E(G) merupakan himpunan sisi. Jika setiap simpul
dari V (G) — D (G) saling bertetangga setidaknya dengan satu simpul di himpunan
D(G), maka D(G) disebut dengan himpunan dominasi pada graf G [3]. Sedangkan,
himpunan invers dominasi adalah jika V(G) — D(G) dengan D(G) merupakan
himpunan dominasi dengan kardinalitas minimum memuat suatu himpunan dominasi,
dimisalkan D! (G), maka D! (G) disebut himpunan invers yang terkait dengan D (G)
[3].

Himpunan D;(G) disebut himpunan dominasi total dalam graf G jika setiap simpul
v € V(G) bertetangga dengan salah satu elemen D;(G) sehingga memenuhi
N (D;) = V(G) [4]. Dimisalkan D;(G) merupakan himpunan dominasi total dengan
kardinalitas minimum. Jika V(G) — D;(G) memuat himpunan dominasi total D;(G),
maka D, '(G) disebut himpunan invers dominasi total relatif terhadap himpunan
dominasi total D;(G). Kardinalitas minimum dari himpunan invers dominasi total
disebut bilangan invers dominasi total yang dinotasikan ;! (G) [5].

Kajian mengenai bilangan dominasi, dominasi total dan bilangan invers dominasi total
pada bentuk graf tertentu telah menarik minat banyak peneliti [5-10]. Meskipun
demikian, sejak diperkenalkan pada tahun 2007, penelitian tentang bilangan invers
dominasi total masih sangat terbuka, khususnya mengenai himpunan invers dominasi
total pada hasil operasi pada suatu graf. Dengan melakukan suatu operasi pada graf,
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ada kemungkinan bahwa pada bentuk awal graf tersebut tidak memiliki bilangan
invers dominasi total, tetapi graf hasil operasinya dapat ditentukan bilangan invers
dominasi totalnya. Oleh karena itu pada penelitian ini akan dikaji mengenai bilangan
invers dominasi total pada graf hasil operasinya.

Berdasarkan penelitian Kulli, dkk [5] mengenai bilangan invers dominasi total, didapat
bahwa pada graf C3 tidak memiliki himpunan invers dominasi total, sehingga bilangan
invers dominasi totalnya tidak dapat ditentukan. Untuk itu, konsep bilangan invers
dominasi total diterapkan pada graf triangular snake graph (T, ) dan operasinya yaitu line
dan shadow, karena graf T,, merupakan graf yang terbentuk dari mengubah sisi pada
graf lintasan (P,) dengan graf Cs. Selanjutnya dengan melakukan opersi line dan shadow
pada graf T, ingin dikaji bilangan invers dominasi total dari graf yang terbentuk.

2. Metode

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur (kajian teori) dari
beberapa buku dan artikel yang terkait sebagai landasan teori mengenai teori graf secara
umum dan berlanjut pada fokus teori yaitu bilangan invers dominasi total dalam suatu
graf. Konsep tersebut diterapkan pada graf Ty, L (T,,), dan D (T},).

Sebelum melangkah dalam pembahasan, berikut ini dibahas tentang landasan teori yang
diperlukan pada pembahasan.

Definisi 1. [11] Diberikan graf G = (V (G),E (G)). Persekitaran terbuka dari sebuah
simpul v dinotasikan dengan N(v) adalah himpunan semua simpul yang bertetangga
dengan simpul v, atau N (v) = {x € V(G)|vx € E(G)}.

Definisi 2. [11] Diberikan graf G = (V (G),E (G)). Untuk suatu S C V(G), himpunan
N(S) yang didefinisikan sebagai N (S) = UyesN (v) disebut himpunan persekitaran
terbuka dari simpul G.

Contoh 1. Diberikan sebuah graf G dengan V(G) = {v1,v2, v3, v4, U5} yang
direpresentasikan pada Gambar 1.

K2 >

s

Gambar 1. Graf G dengan 5 simpul

Berdasarkan Definisi 1, diperoleh persekitaran terbuka dari setiap simpul v pada graf G
yaitu N (v1) = {v2,v4,05}, N (v2) = {v1,v3}, N(v3) = {v2,04,05}, N (va) = {v1,03},
N (vs) = {v1,v3}.
Misalkan dipilih S C V(G) dengan S={v1,vs5}, diperoleh himpunan persekitaran
terbuka dari simpul G yaitu
N(S) = N(v1)UN (vs)

= {02/ Uy, '05} U {01103}

= {v1,02,03,04,05}
Definisi 3. [12] Triangular snake graph (T,,) dengan n > 3, adalah graf yang diperoleh dari
graf lintasan (P, ) dengan mengganti setiap sisi pada graf lintasan dengan graf sikel (C,).
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Bentuk graf T, dapat dilihat pada Gambar 2.

Uy U2 Up—1

Gambar 2. Graf T,

Berikut diberikan definisi graf L (T,), yang mengacu pada definisi line untuk suatu graf
secara umum pada [13].

Definisi 4. Dimisalkan graf T, dengan himpunan simpul V(T,) dan himpunan sisi
E(T,). Line triangular snake graph L(T,) adalah graf dengan V(L(T, )) = E(T,) dan
simpul di graf L(T,) akan bertetangga jika dan hanya jika sisi-sisi yang bersesuaian
saling terkait di graf T),.

Bentuk graf L (T;,) dapat dilihat pada Gambar 3.

€1 €3 €14 €Gs ey €3n—6 €3n—5 €3n-3
€9 €5 €3 €3n—7 €3n—4

Gambar 3. Graf L(T,)

Definisi 5. [14] Graf shadow dari triangular snake graph dinotasikan D,(T,) adalah graf
yang diperoleh dengan menggabungkan dua salinan graf T,, dimisalkan T} dan T,.
Setiap simpul di T, dan T, akan saling bertetangga jika kedua simpul tersebut
bertetangga di graf T,.

Bentuk graf D; (T,,) dapat dilihat pada Gambar 4.

Gambar 4. Graf D,(T,)

Definisi 6. [4] Diberikan graf G = (V (G) , E (G)) dengan tidak ada simpul terpencil dan
himpunan D;(G) C V(G) dengan D;(G) # @. Himpunan D;(G) disebut himpunan
dominasi total dalam graf G jika setiap simpul v € V(G) bertetangga dengan salah satu
elemen D;(G) sehingga memenuhi N (D;) = V(G). Bilangan dominasi total dinotasikan
dengan 1; (G) yaitu kardinalitas minimum dari himpunan dominasi total D; (G).

Contoh 2. Diberikan graf L (T3) dengan V (L (T3)) = {e1,€e2,¢€3,¢es,e5,e6}, |V (L (T3))| =6
dan |E (L (T3))| = 10 yang diilustrasikan pada Gambar 5.
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€1 €3 €4 €6

N

€9 €5

Gambar 5. Graf L (T3) dengan himpunan dominasi total

Berdasarkan Gambar 5, diketahui bahwa N (e1) = {ep,e3}, N(ea) = {e1, e3, e, e5},
N(es) = e, ez es,e5}, N(ea) = {epez 65,66}, N(es) = {eze3, es, 66} dan
N (e¢) = {es,es5}. Berdasarkan persekitaran terbuka setiap simpul pada V (L (T3))
didapat D; (L (T3)) = {e2, €5} merupakan himpunan dominasi total dengan kardinalitas
minimum pada graf L (T3), sehingga diperoleh v; (L (T3)) = 2.

Berdasarkan penelitian Murti, dkk [15] diperoleh himpunan dominasi total dengan
kardinalitas minimum pada graf T; sebagai berikut:

Dt (Tn) = {02103/05106/---/U3L%J _1/03L%J} (1)
untuk n =0 (mod 3) ataun =1 (mod 3)

Dt (Tn) = {02,03,05,06,...,USL%J_l,U?’L%J}U{Unfl} (2)
untuk n =2 (mod 3) .

Berdasarkan penelitian Murti, dkk [15] diperoleh himpunan dominasi total dengan
kardinalitas minimum pada graf L(T,) sebagai berikut:

Dt (L (Tn)> = {62185161118141‘ -, 63n-7, 631’1—4} (3)
untuk n = 0 (mod 3)

D;(L(Ty)) = {exes,e11,€14,---,€3n—10,€3n—7} U {€3n—a} @)
untuk n = 1 (mod 3)

Dy (L(Tx)) = {exes,e11,614,---,€30-13,€3n-10} U {esn—sa} U{ezn_7} 5)
untuk n =2 (mod 3) .

Lemma 1. [15] Graf T,, dengan n > 3, n € IN, bilangan dominasi total pada T, adalah
7 (L(Tw) = [3].

Lemma 2. [15] Graf L (T,,) dengan n > 3, n € IN, bilangan dominasi total pada L (T,) adalah
7 (L(Ta)) = [3].

Definisi 7. [5] Dimisalkan D;(G) C V(G) merupakan himpunan dominasi total dengan
kardinalitas minimum dari graf G. Jika V(G) — D; (G) memuat himpunan dominasi total
D;}(G), maka D; ! (G) disebut himpunan invers dominasi total yang relatif terhadap

himpunan dominasi total D; (G). Bilangan invers dominasi total (’yf ! (G)) merupakan
kardinalitas minimum dari himpunan invers dominasi total.

Berdasarkan Definisi 7, bilangan invers dominasi total pada graf G dapat dicari dengan
langkah sebagai berikut:
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1. Menentukan D;(G) dengan kardinalitas minimum pada graf G;
2. Mencari himpunan dominasi total yang termuat pada V (G) — D;(G), jika ada
maka himpunan dominasi total yang termuat pada V (G) — D;(G) disebut

himpunan invers dominasi total (D; LG));

3. Jika Langkah 2 dipenuhi, selanjutnya menentukan D; ! (G) dengan kardinalitas
minimum, sehingga diperoleh ;! (G).

Contoh 3. Berdasarkan Gambar 5 dan Contoh 2, diperoleh himpunan dominasi total
minimum pada L (T3) yaitu

D¢ (L (T3)) = {ez €5}

sehingga V (L (T3)) — D; (L (T3)) = {e1,e3,¢e4, e6}. Selanjutnya dicari D; ! (L (T3)) yang
termuat pada V (L(T3)) — D;(L(T3)), dengan cara mencari ;N (e;) untuk
] = {1,3,4,6} dengan kardinalitas minimum sedemikian sehingga

UN (&) = V(L(T3)).

ic]

Selanjutnya diperoleh N (e3) UN(es) = V(L(T3)). Dengan demikian, diperoleh
himpunan invers dominasi total dengan kardinalitas minimum pada graf L (T3) adalah
D; Y (L(T3)) = {es, es}, maka didapat v, ! (L (T3)) = 2.

Bilangan invers dominasi total pada suatu graf belum tentu ada, artinya tidak semua
graf memiliki himpunan invers dominasi total. —Diandaikan suatu graf memiliki
bilangan invers dominasi total untuk suatu n. Rumusan bilangan invers tersebut juga
belum tentu dapat digunakan untuk menentukan pola bilangan invers dominasi total
secara umum pada graf tersebut. Oleh sebab itu, pada penelitian ini dicari bilangan
invers dominasi total pada graf Ty, L(Ty), dan D, (T,), kemudian membentuk dugaan
sementara mengenai pola bilangan invers dominasi total dan membuktikan pola yang
diperoleh. Berdasarkan Definisi 11, langkah-langkah yang digunakan untuk mencari
bilangan invers dominasi total pada graf T,, L(T,), dan D, (T,) dengan n > 3 dan
n € IN sebagai berikut:

1. Menentukan D;(G) dengan kardinalitas minimum pada graf T,,, L (T, ), dan D, (T},)
dengann > 3 dann € IN, dimulai dari n = 3;

2. Mencari himpunan dominasi total yang termuat pada V (G) — D;(G), jika ada
maka himpunan dominasi total yang termuat pada V (G) — D;(G) disebut

himpunan invers dominasi total (D; ! (G)) ;

3. Jika Langkah 2 terpenuhi, selanjutnya mencari D; ! (G) untuk beberapa nilai n
lainnya, sehingga dapat membentuk dugaan sementara pola bilangan invers
dominasi total (’y[ 1) pada graf Ty, L (Ty,), dan D>(Ty);

4. Membuktikan dugaan pola bilangan invers dominasi total pada graf T,,, L (T;), dan
Dy(T,) dengann > 3 dann € IN;

5. Jika terbukti maka diperoleh v, 1 pada graf Ty, L (T,), dan D»(T,) dengan n > 3
dann € IN.
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3. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini akan dibahas mengenai bilangan invers dominasi total pada graf T,
L(T,), dan D; (Ty).

3.1. Bilangan Invers Dominasi Total pada Triangular Snake Graph

Bilangan invers dominasi total pada graf T, dapat dicari dengan menggunakan
langkah-langkah yang telah dijelaskan pada metode penelitian. Pertama, menentukan
himpunan invers dominasi total pada graf T5. Berdasarkan Persamaan (1), diperoleh
himpunan dominasi total dengan kardinalitas minimum D; (T3) = {v2, v3 }, sehingga
V(T3) — Dy (T3) = {v1, u1, up } tidak memuat D; !, karena graf dengan himpunan
simpul V (T3) — D; (T3) memuat simpul terpencil yaitu uy, akibatnya graf Ts tidak
memiliki himpunan invers dominasi total. Begitu juga pada graf Ti, berdasarkan
Persamaan  (2)  diketahui Dy (Ty) = {va, vy}, sehingga
V(Ty) — D¢ (Ty) = {v1,v4, u1, up,uz} tidak memuat D!, karena graf dengan
himpunan simpul V (Ty) — D; (T;)memuat simpul terpencil yaitu u, akibatnya graf Ty
tidak memiliki himpunan invers dominasi total.

Berdasarkan pola yang diperoleh maka dapat disimpulkan bahwa secara umum, untuk
sebarang graf T, dengan n > 3 untuk n € N, jika diambil D; (T, ) dengan kardinalitas
minimum, maka graf dengan himpunan simpul V (T,,) — D¢ (T,,) akan selalu memiliki
simpul terpencil, sehingga tidak terdapat himpunan invers dominasi total, dengan kata
lain graf T, tidak memiliki v, !(T,).

3.2. Bilangan Invers Dominasi Total pada Line Triangular Snake Graph

Bilangan invers dominasi total pada Line Triangular Snake Graph dinyatakan pada
Teorema 1.

Teorema 1. Jika L (T,) merupakan line triangular snake graph dengann > 3, n € IN maka

i B n, n=4,6,8
Tt (L(Tn))_{ n—1, n=3,57ataun > 9.

Bukti. Diberikan line triangular snake graph L(T,) untuk n > 3, n € IN dengan
V(L(T,)) = {e,exes3, ..., esn—3}, sehingga diperoleh |V (L(T,))| = 3n —3 dan
|E(L(T.))| = 7n —11. Perhatikan, simpul e; dan e3,_3 hanya bertetangga dengan 2
simpul disekitarnya, atau N (e1) = {ez,e3} dan N (e3,—3) = {e3n_4,€3,—5}. Simpul e;
dan es,_4 bertetangga dengan 4 simpul disekitarnya, atau N (e2) = {ey, e3,e4,65} dan
N (e3p—a) = {esn—7,€3n-6, e€3n—5,€30-3}. Simpul e;, dengan i = 5,8,...,3n —7,
bertetangga dengan 6 simpul disekitarnya, atau N (¢;) = {e;_3, €j_2,€i_1,€i11, €i+2,€i+3}-
Simpul €j, denganj = 3,4,6,7,9,...,3n — 5, bertetangga dengan 4 simpul disekitarnya,
atau N (ej) = {Ej,1/€j,2,€j+1/€j+2}.

Akan dibuktikan bahwa:

» B n, n=4,68
,)/t (L(Tn))_{ Tl—l, n:3,5,7ataun29.

1. Untukn =4,6,8
(a) Untukn =4
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Untuk n = 4, diketahui V (L(Ts)) = {ei, ez €3,...,69} dan berdasarkan
Persamaan (4) diketahui D;(L(Ty)) = {e2e5,es} sehingga didapat
V(L(Ts)) — D¢ (L(Ty)) = {e1,e3,ea, es €7, e9}. Persekitaran terbuka dari
setiap simpul pada V (L (Ts)) — D; (L (T4)) sebagai berikut:

N(e1) = {eyes} N(es) = {es es,e7,e5}
N(es) = {er, ez 4,05} N(e7) = {es 6809}
N(es) = {exe3 €566} N(es) = {es es}
Berdasarkan persekitaran terbuka setiap simpul pada V (L (Ty)) — D; (L (T4)),
dipilih
Dyt (L(T4)) €V (L(T4)) — Dy (L(T4))
dengan
D; ' (L(Ty)) = {es, ea 6,67}
sehingga
N (D;l) — N(e3) UN (es) UN (e6) UN (e7)
= {enexea 5} U{er e3,e5 €6} U{es, es,e7,e5} U {es,e6,8 €9}
= {ei,ere3,e4,...,00} =V (L(Ty))
Didapat N (Dt_l (L (T4))> = V(L(T4)), maka D;!(L(T;)) merupakan

himpunan invers dominasi total yang menghasilkan ;! (L(Ty)) < 4.
Perhatikan bahwa untuk setiap e; € D;!(L(Ty)), terdapat x € N (¢;)
sedemikian sehingga x ¢ N(e;), untuk setiap j # i danej € D; ' (L (Ty)).

Oleh karena itu, jika salah satu elemen dari D;'(L(T;)) dikeluarkan
berakibat x tidak terdominasi atau N<Dt_1 (L (T4))> # V((L(T4)).

Kontradiksi dengan D; ! (L (T4)) himpunan invers dominasi total. Didapat
kardinalitas minimum dari D; ! (L (T;)) adalah 4.

(b) Untukn =6
Untuk n = 6, diketahui V(L (Ts)) = {e1, ez e€3,...,e15} dan berdasarkan
Persamaan (3), diketahui D; (L (T)) = {e2,e5,611,€14} sehingga
1% (L (Tﬁ)) — Dt (L (T6)) = {81,63, €4, €6,..., €10,€12, 613,615}. Persekitaran
terbuka dari setiap simpul pada V (L (T¢)) — D (L (T )) sebagai berikut:

N (61) = {62, 63} N (89) = {67, €s, €10, 811}
N(es) = {eyezeq 65} N (e1o) {es, €9, €11, €12}
N(es) = {eze3,e566} N (e1z) = {ew,e11, €13 €14}
N(es) = {ese5e7,e8} N(e;3s) = {ei, e e e5}
N (es) = {es,es,6869} N(eis) = {eis e}

N(es) = {es,eq e7,e9,e10,€11}

Berdasarkan persekitaran terbuka setiap simpul pada V (L (Ty)) — Dy (L (Ts)),
dipilih D;l (L (Ts)) = {e3,ea,e9,€10,€12, €13} sehingga
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N (D7 (L(Te))) = N(es)UN (e) UN (es) UN (e10) UN (er2) UN (es)
= {e,exes,e51 U{ep, e3,e566} U{er, ez, e10,11} U
{es, e9,e11,€12} U {e10, €11, e13,e14} U {e11, e12,e14,€15}

= {ey, ez e3,64,65,...,615}
= V(L(Ts))

Didapat N(D;l (L(Té))) = V(L(Ts)), maka D;!(L(Ts)) merupakan
himpunan invers dominasi total. Sehingga diperoleh 7,1 (L (Ts)) < 6.
Perhatikan bahwa untuk setiap e; € D;!(L(Tg)), terdapat x € N (e;)
sedemikian sehingga x ¢ N(ej), untuk setiap j # i dane; € D; ' (L(Ts)).
Oleh karena itu, jika salah satu elemen dari D; ! (L(Ts)) dikeluarkan
berakibat x tidak terdominasi atau N(D;l (L(T6))> # V((L(Ts)).

Kontradiksi dengan D; ! (L (T¢)) himpunan invers dominasi total. Didapat
kardinalitas minimum dari D; ! (L (Tg)) adalah 6.

(¢) Untukn =8
Untuk n = 8, diketahui V (L (Tg)) = {ej, ez e3,...,e21} dan berdasarkan

Persamaan (5) diketahui D; (L (Tg)) = {ea, e5,€11,€14,€17,€20} sehingga
V(L(T3)) — Dt (L(T3)) = {ei,e3, es, €6,..., €10,€12,€13,€15,€16,€18,€19,€21 }-
Persekitaran terbuka dari setiap simpul pada V (L (Tg)) — D; (L (Tg)) sebagai
berikut:
N(e:) = {eye3} N (e12) = {eiw,e11,e13,14}
N(e3s) = {ei,exe4065} N(ei3s) = {en, enn,eise15}
N (es) = {eze3e5066} N (e15) {e13, €14, €16, €17}
N(es) = {es 57,63} N (e16) {e1s, €15, €17, €18}
N(es) = {es,es,e8€9} N(eis) = {ews e17,€19,€20}
N(es) = {es e €7,09,€10,€11} N (er9) = {ei, eis e0,e2}
N(e9) = {er es,eip,e11} N(exn) = {ew, e}
N(ewn) = {es,e9, 11,612}
Berdasarkan persekitaran terbuka setiap simpul pada

V(L(Ts)) — Dy (L(Ts)), dipilih D' (L(Ts)) S V(L(Ts)) — Di(L(Ts))
dengan Dt_l (L (Tg)) = {83, €4,€9,€10,€15, €16, €18, 619} sehingga

N (D;l (L (Tg))> — N(e3) UN (es) UN (e9) UN (e10) UN (e15) U
N (616) UN (818) UN (619)
= {ey, ez eq,e5t U{ep, €365 66} U{er, ez, e10,11} U
{es, e9,e11, €12} U {e13, €14, €16, €17} U {14, €15, €17, 18}
U {e16, €17, €19, €20} U {e17, €18, €20, €21}
= {61,62,63,64,65,...,621}
= V(L(Ts))

Didapat N(D;l (L(Tg))) = V(L(Tg)), maka D;!(L(Ts)) merupakan
himpunan invers dominasi total. Sehingga, diperoleh ;! (L (Ts)) < 8.
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Perhatikan bahwa untuk setiap e; € D;!(L(Tg)), terdapat x € N (¢;)
sedemikian sehingga x ¢ N(e;), untuk setiap j # i dane; € D, YL (Tg)).
Oleh karena itu, jika salah satu elemen dari D;!(L(Tg)) dikeluarkan
berakibat x tidak terdominasi atau N(D[1 (L(Tg))) # V((L(T3)).

Kontradiksi dengan D; ! (L (Tg)) himpunan invers dominasi total. Didapat
kardinalitas minimum dari D; ! (L (Tg)) adalah 8.

2. Untukn = 3,5,7dann > 9
Pada kasusn = 3,5,7 dann > 9 dibuktikan dengan induksi matematika dan dibagi
menjadi 6 kasus, namun pada artikel ini, pembuktiannya hanya dijelaskan untuk
2 kasus, yaitu (i) kasus untuk n = 0 (mod 3) dan n ganjil, dan (ii) kasus untuk
n = 0 (mod 3) dan n genap.
(a) Untuk n = 0 (mod 3) dan n ganjil

Oleh karena n = 0 (mod3) dan n ganjil, maka
n = 3(2k+1) untuk k € {0,1,2,3,...}. Pertama akan ditunjukkan bahwa
P(k=0) benar. Karena k = 0 maka n = 3, diketahui
V(L(T3) = {ei,eze3,...,66}. Berdasarkan Persamaan (3) diperoleh

D; (L(T3)) = {ez e5} sehingga V (L(T3)) — D; (L(T3)) = {e1, e3, es, e}
Persekitaran terbuka dari setiap simpul pada V (L (T3)) — D; (L (T3)) sebagai

berikut:

N(er) = A{exes}

N(es) = {eyezeq 65}

N (es) = {eze3,e5¢66}

N(es) = {eses})
Berdasarkan persekitaran terbuka setiap simpul pada
V(L(Tg)) - Dt L(Tg)) d1p111h D/ (L(T3)) = {eses}, sehingga
N (D ) YUN(es) = {enenes...,e6f = V(L(T3)).
Ak1batnya D1 (L(T )) merupakan himpunan invers dominasi total dengan
‘D (L(T3))‘ = 2. Oleh karena tidak ada D;! lain yang mempunyai

kardinalitas kurang dari 2, sehingga diperoleh invers dominasi total.setiap
himpunan invers dominasi total di graf ari 2 4, ' (L (T3)) = 2. Jadi, benar

untuk k = 1.

Asumsikan benar untuk P (k) maka v, ! (L(Ty)) = 3(2k+1) — 1 = 6k + 2.
Selanjutnya akan ditunjukkan benar wuntuk P (k+1). Sehingga
Y (L(Te1) = 3QGKk+1)+1)— 1 = 6k + 8. Dimisalkan
V(L(Ty)) = {61,62,83,..., e3(3(2k+1))_3} dan berdasarkan Persamaan (3),
diperoleh

D: (L(Ti)) = {321651611,614, ---/33(3(2k+1))—7z53(3(2k+1))—4}

yang merupakan himpunan dominasi total dengan kardinalitas minimum
pada L(T;). Dimisalkan dipilih D; ' (L(Ty)) € V(L(Ty)) — Di (L (Ty))
dengan

Dfl (L(Tk)) = {e3, ea, €9, €10, €15, €16/ - - - 1 €3(3(2k+1))—6+ 63(3(2;(“)),5}.
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Perhatikan bahwa N (D;l (L(Tk))) = V(L(Ty)), akibatnya D; ! (L (T}))
merupakan himpunan invers dominasi total pada L(T;). Indeks simpul
dengan urutan ganjil dielemen D;! (L (T;)) membentuk suatu barisan

aritmatika dengan u; = 3 dan b = 6. Begitu pula untuk indeks simpul
dengan urutan genap dielemen D;!(L(T;)) membentuk suatu barisan
aritmatika dengan u; = 4 dan b = 6, sehingga diperoleh

‘Dt_l (L (Tk))’ = 6k + 2. Berdasarkan asumsi P (k) benar yaitu ;! (L (T})) =
6k + 2, maka D;'(L(T;)) merupakan himpunan invers dominasi total
dengan kardinalitas minimum pada L (T).
Selanjutnya pada L (Tj) jika k bertambah 1 maka simpul baru yang terbentuk
bertambah 18 simpul yaitu

{33(3(2k+1))—2/ €3(3(2k+1))—17 €3(3(2k+1))7 -+ -/ 6’3(3(2k+1))+15}

dengan simpul
€3(3(2k+1))—17 €3(3(2k+1))+27 €3(3(2k+1))+57 €3(3(2k+1))+8 » €3(3(2k+1))+11
yang bertetangga dengan 6 simpul disekitarnya. Adapun simpul
€3(3(2k+1))—27 €3(3(2k+1))7 €3(3(2k+1))+17 €3(3(2k+1))+37 €3(3(2k+1))+47 €3(3(2k+1))+6+

€3(3(2k+1))+77 €3(3(2k+1))+107 €3(3(2k+1))+12/ €3(3(2k+1))+13

dan e332x41))+14 bertetangga dengan 4 simpul disekitarnya. Sedangkan
simpul e3(32¢41))+15 bertetangga dengan 2 simpul disekitarnya. Oleh karena
itu, diperoleh

V(L(Tks1)) = {51/521 €3,€4,€5,. .., €3(3(2k+1))—3s- -+ 63(3(2k+1))+15}~

Selanjutnya, dipilih
D¢ (L(Tir1)) = {eaese11,€18 -, €332k +1)) -7/ €3(3(2k+1))—4/
€3(3(2k+1))+27 €3(3(2k+1))+5, €3(3(2k+1))+11/
€3(3(2k+1))+14
sehingga didapat
N (D (L (Tis1))) = V(L (Tis)
dan

D1 (L (T = | 2EEEFDED)

Berdasarkan Lemma (2), maka D; (L (Tj41)) merupakan himpunan dominasi

total dengan kardinalitas minimum pada L (Tj1).
Kemudian dari 18 simpul baru yang terbentuk, dipilih

A = {‘33(3(2k+1))/33(3(2k+1))+1/33(3(2k+1))+6r33(3(2k+1))+7r63(3(2k+1))+12/
€3(3(2k+1))+13

dan selanjutnya diperoleh N (A) U N (Dt_l (L (Tk))> = V(L (Tgy1). Karena
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N (A)UN (D7 (L(TW))) = V(L (Tsa) dan AUD; (L(Ti)) € V(L (Tiyr) —
D; (L (Tyy1)), maka A U D; ! (L (Ty)) merupakan himpunan invers dominasi
total pada L (Tiy1). Sehingga didapat ’A uD; (L (Tk))’ =6+ (6k+2) =
6k + 8 dan diperoleh ;! (L (Ti11)) < 6k + 8.

Dimisalkan ;' (L (Ty,1)) = 6k + 8 — 1, maka terdapat 6k + 8 — 1 simpul yang
merupakan kardinalitas minimum dari himpunan invers dominasi total pada
L (Ty41)- Jika terdapat 6k + 8 — 1 simpul pada himpunan invers dominasi total
pada L (Ty, 1), akibatnya terdapat setidaknya satu simpul pada L (Ty,1) yang
tidak terdominasi. Oleh karena itu, haruslah ;! (L (Tyy;)) = 6k + 8. Jadi,
dapat disimpulkan ;! (L (Ty;1)) = 6k + 8, maka P (k + 1) benar.

Dengan demikian, karena P (k = 1) benar dan P (k + 1) benar, maka terbukti
untuk semua 7 = 3 (2k + 1), k € N bahwa ;! (L (T})) = 3 (2k + 1) — 1 atau
v 1 (L(T,)) =n—1untuk n =0 (mod 3) dan n ganjil.

(b) Untuk n = 0 (mod 3) dan n genap
Oleh karena n = 0 (mod 3) dan n genap, maka n = 3 (2k +2) untuk k €
IN. Pertama akan ditunjukkan bahwa P (k = 1) benar. Karena k = 1 maka
n = 12, diketahui V(L (T12) = {e1,e2,€3,...,e33}. Berdasarkan Persamaan (3),
diperoleh

D; (L (Ti2)) = {e2,es5, €11, €14, €20, €23, €29,€32}

sehingga

Dy (L(Ti2)) = {e2, e5,€11, €14, €20, €23, €29,€32} .

Persekitaran terbuka dari setiap simpul pada V (L(Ti2)) — D; (L (T12))

sebagai berikut:

N(e1) = {exes},N(esz) = {es1,e3}

N (6]‘) = {61;3, €j—2,€j—1,€j+1,€j+2, €j+3}, untukj =8,17,26

N(e;) = {ei_zei_1,6it1,6i42}, untuki =3,4,6,7,9,10,...,30,31.
Berdasarkan persekitaran terbuka setiap simpul pada

\% (L (le)) — Dt (L (le)), dipﬂih

D; ' (L(Ty2)) € V(L (Tr2)) — Dt (L (T2))

dengan
D1 (L (T12)) = {es, eq, €9, e10, €15, €17, €19, €24, €25, €30, €31 } -

Perhatikan bahwa N <D[1 (L (le))> = V (L(Ty2)), sehingga D; ! (L (Tyy))
merupakan himpunan invers dominasi total, sehingga diperoleh
;1 (L(T12)) < 11. Perhatikan bahwa untuk setiap ¢; € D; ! (L (T12)),
terdapat x € N (e;) sedemikian sehingga x ¢ N(ej), untuk setiap j # i dan
ej € D;' (L (T12)). Oleh karena itu, jika salah satu elemen dari D; ' (L (T12))

dikeluarkan berakibat X tidak terdominasi atau
N(D;l(L(Tu))) £ V((L(Tw)). Kontradiksi dengan D;'(L(Ty2))
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himpunan invers dominasi total. = Didapat kardinalitas minimum dari
D; ! (L (Ty,)) adalah 11. Jadi, benar untuk k = 1.
Asumsikan benar untuk P (k), maka ;' (L (T)) = 3(2k+2) — 1 = 6k +5.
Selanjutnya akan ditunjukkan benar untuk P (k + 1), sehingga

Y (L (Ty1)) =32 (k+1)+2) — 1 = 6k +11.

Dimisalkan
V(L(Tk)) = {61,62,83,..., 33(3(2k+2))—3}

dan berdasarkan Persamaan (3), diperoleh

Dt (L(Ty)) = {62, €5,€11, €14, - - -, €3(3(2k+2))—7s 63(3(2k+2))—4}

yang merupakan himpunan dominasi total dengan kardinalitas minimum

pada L (Tg).
Dimisalkan dipilih
D' (L(Ty)) € V(L (Tx)) = Di (L (Ti))
dengan
D, (L(Tk)) = {es e e9,10, €15 €17, €10} U

{6’24, €25,€30, €31, - - -, €3(3(2k+2))—67 63(3(2k+2))75}

Perhatikan bahwa N (Dt_ 1) = V (L(Ty)), akibatnya D; ! (L (T;)) merupakan

himpunan invers dominasi total pada L(Tx). Indeks simpul dengan urutan
ganjil dielemen D; ! (L (T;)) membentuk suatu barisan aritmatika dengan
u; = 25 dan b = 6. Begitupula untuk indeks simpul dengan urutan genap
dielemen D; ! (L (T;)) membentuk suatu barisan aritmatika dengan u; = 24

dan b = 6, sehingga diperoleh ’Dt_ L (Tk))’ = 6k + 5. Berdasarkan asumsi
P(k) benar yaitu
vr (L (Ty)) = 6k +5,
maka D; ! (L(T;)) merupakan himpunan invers dominasi total dengan
kardinalitas minimum pada L (Tg).
Selanjutnya pada L (Tj) jika k bertambah 1 maka simpul baru yang terbentuk
bertambah 18 simpul yaitu
{33(3(2k+2))—2/ €3(3(2k+2))—17 €3(3(2k+2))7 =+ -/ €3(3(zk+2))+15}
dengan simpul
€3(3(2k+2)) —17 €3(3(2k+2))+27 €3(3(2k+2))+57 €3(3(2k+2))+87 €3(3(2k+2))+11

bertetangga dengan 6 simpul disekitarnya. Simpul
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€3(3(2k+2))—27 €3(3(2k+2))s €3(3(2k+2))+17 €3(3(2k+2))+37 €3(3(2k+2))+47 €3(3(2k+2))+6+
€3(3(2k+2))+77 €3(3(2k+2))+97 €3(3(2k+2))+107 €3(3(2k+2))+127 €3(3(2k+2))+13

dan e33(2x12))+14 bertetangga dengan 4 simpul disekitarnya.  Simpul
e3(3(2k+2))+15 bertetangga dengan 2 simpul disekitarnya. Sehingga,

V(L (Tt1)) = {51/’32/ €3,64, €5,..., 53(3(2k+2))—3r~~~/€3(3(2k+2))+15}~

Dipilih
Dt (L (Ti41)) € V(L (Tis1))
dengan
Di (L(Tiy1)) = A{eaese11,e1a, €202, -, €3(3(2k+2))—7+ €3(3(2k+2)) —4~
€3(3(2k+2))+27 €3(3(2k+2))+57 €3(3(2Kk+2))+117 €3(3(2K+2))+14 1
maka diperoleh
N (Dt (L (Ti+1))) = V(L (Ti41)
dan

D (L(Tisr))| = [2(3 C (k3+1) +2))w .

Berdasarkan Lemma 2, maka D; (L (Ti,1)) merupakan himpunan dominasi
total dengan kardinalitas minimum pada L (Tj1).
Kemudian dipilih dari 18 simpul baru yang terbentuk, dipilih

A = {63(3(2k+2))/33(3(2k+2))+1r63(3(2k+2))+6/63(3(2k+2))+7/e3(3(2k+2))+12;
€3(3(2k+2))+13

sehingga didapat N (A) UN <Dt_1 (L (Tk))> = V(L (Tyy1). Karena

N (A)UN (D7 (L(TY)) ) = V(L (Tisn)

dan
AUD; ! (L(Ty)) € V(L (Tes1) — Dy (L (Tes))

maka A U D;!(L(T)) merupakan himpunan invers dominasi total pada
L (Tys1). Didapat ’A UD; (L (Tk))‘ = 6+ (6k+5) = 6k + 11 dan diperoleh
Y V(L (Tip)) < 6k + 11,

Dimisalkan ;! (L (Ty41)) = 6k + 11 — 1, maka terdapat 6k + 11 — 1 simpul
yang merupakan kardinalitas minimum dari himpunan invers dominasi total
pada L (Tyyq). Jika terdapat 6k + 11 — 1 simpul pada himpunan invers
dominasi total pada L (Ty;1), akibatnya terdapat setidaknya satu simpul
pada L(Tiy1) yang tidak terdominasi. Oleh karena itu, haruslah
v, V(L (Tey1)) = 6k + 11. Jadi, dapat disimpulkan ;' (L (Ty;1)) = 6k + 11
maka P (k + 1) benar.
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Karena P (k=1) benar dan P (k+ 1) benar, maka terbukti untuk semua
n = 3(2k+2), k € N bahwa 7, (L(Ty)) = 3(2k+2) — 1 atau
v Y (L(T,)) =n—1untukn =0 (mod 3) dan n genap.

Untuk 4 kasus lainnya yaitu n = 1 (mod 3) dan n ganjil, n = 1 (mod 3) dann
genap, n = 2 (mod3) dann ganjil, n = 2 (mod3) dan n genap, dapat
dibuktikan dengan cara yang sama seperti pada kasus (1) dan (2).

Berdasarkan poin (1) dan (2), maka terbukti bahwa

i B n, n=4,6,8
Tt (L(Tn))—{ n—1, n=23,5"7ataun > 9.

3.3. Bilangan Invers Dominasi Total pada Shadow Triangular Snake Graph

Bilangan invers dominasi total pada Shadow Triangular Snake Graph, dinyatakan pada
Teorema 2.

Teorema 2. [ika Dy (T,) merupakan shadow triangular snake graph dengan n > 3, n € N,
maka

1. 7 (D2 (Tw)) =
2. 97 (D2 (Tw)) =

5]
[5]-

Bukti. Diberikan Dy (Ty) untuk n>3, n € IN dengan

V (Dy (Ty)) ={v1,02,...,0n,U1, U, .., Uy_1, v’l, v’z, ... ,v;,u;,u/z, .. .,uln_l}, sehingga
|V (D2 (Ty))|=4n—2 dan |E (D, (T,))|=12(n—1). Simpul v; dan v, bertetangga

dengan 4  simpul  disekitarnya, atau N (vp)= {vz, vy, Uy, U] } dan
N (v,) = {vn,l , 0;711 Uy_1, ”;71 } Simpul v; dan v; untuk =2,3,4,... n—1
bertetangga dengan 8 simpul disekitarnya, atau

N (v;) =N (U;) ={v;_1,0it1, v;_l , v;H,ui,l,ui, u;_l,u;}. Simpul u; dan u; untuk
i=1,23,...n bertetangga dengan 4 simpul disekitarnya atau
N (u;) =N (ui) = {vi, vi+1,v;, viH}.
1. Akan dibuktikan bahwa y; (D2 (T,)) = | %] , untukn >3, n € N
Misalkan dipilih D; (D, (T,,)) €V (D2 (Ty)) dengan D; (D; (T,,)) sebagai berikut:
(@) Dy= {vz, V3,05, V6, -+ V3| 5 | 1/ V)1 | } untuk n=0 (mod 3), n=1 (mod 3)

7”
)

sehingga
N(D;) = N (v2)UN (03)UN (vs) UN (vg)U UN(U3H )UN(UBL J)
= {v1,0s,u1,up, 01,03,u1,u2} U {v,, v4, up, u3, vz, 04, uz, u3} U---u
IR e I ) R G CIE Y B RS H - "’”3L§J—1}U
a1 B s e 5 s s )
— V(D:(T).
(b) D;= {02’03'05’06""’US(L%J—l)’%(L%J)}U{v”—l} untuk n=2 mod (3),
sehingga
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N(D;) = (v2)UN (v3)UN (v5)UN (05) U -UN(%L J)UN(ZJ” )

= {v 03, U1, Uz, Uy, Vs, ul,uz} U {0y, 04, 2, U3, 0y, Uy, Uy, iz} U

! !/

!

U3(5])+1 H(L5])+r ”%HJ)'”/(L%J% ”3(ng1>}}“

.U

!

)+ U(n=1)—1 U(n-1): V(1)1 O (n—1)41 ¥ (n—1)-1- H(n—1)

Berdasarkan poin (a) dan (b), diperoleh N (D; (D2 (Ty)))=V (D2 (Tu))-
Karena N (D;(D;(T,)))=V (D2(T,)), maka (a) dan (b) merupakan
himpunan dominasi total pada graf D, (T,), sehingga diperoleh ;< L%”J
Perhatikan bahwa untuk setiap v; € D;(D;(T,)), terdapat x € N (v;)
sedemikian sehingga x ¢ N(v;), untuk setiap j # i dan v; € D; (D> (Ty)).
Oleh karena itu, jika salah satu elemen dari D; (D, (T,)) dikeluarkan
berakibat x tidak terdominasi atau N (D;(D»(T,))) # V((D2(Ty)).
Kontradiksi dengan D; (D, (T,)) himpunan dominasi total. = Didapat
kardinalitas minimum dari D; (D; (T,)) adalah L%"J

2. Akan dibuktikan bahwa 'yt_l (D2 (Ty)) = L%"J ,untukn >3, n € N
Akan dibuktikan untuk n = 0 (mod 3) dan n = 1 (mod 3). Diketahui bahwa
n

N (v;) = N(v’) untuk i = 2,3,4,...,

1

— 1. Berdasarkan poin (1), diperoleh

D; (Dy (T,)) = {vz, v3,Us, Vs, . - ., U3L%J Y U3L%J } merupakan himpunan dominasi
total dengan kardinalitas minimum. Misal, dipilih

D' (D2 (Ty)) € V (D2 (Ty)) — Dt (D2 (Tw))
dengan

D;l (D2 (Tn>) — {02,7)3,05,7)6,...,UBLgJ_l,v3LgJ } .

Karena N (v;) = N (v;) dan

D¢ (D2 (Ty)) = {02’03’05’06""’U3L%J—1’U3L%J}

merupakan himpunan dominasi total dengan kardinalitas minimum, maka

N (Dy) = N({02,03,v5,06,--- U3|2]-1 LJ})
= (bt gy )
- ~(p")
V(D2 (Ty))-

Dengan demikian,

!/ ! /

D;l (DZ (Tl’l)) — {02’03’05’06" . "nggjfllv?’\_%J }
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merupakan himpunan invers dominasi total dengan kardinalitas minimum.
Akibatnya diperoleh y; (D> (Ty,)) = 7, " (D2 (Ty)) = [ 2.

Pembuktian untuk kasus n = 2 (mod 3) dapat dibuktikan menggunaakan cara
yang sama dengan kasus n = 0 (mod 3) dann =1 (mod 3).

Jadi, berdasarkan poin (1) dan (2) terbukti bahwa 7 (D> (Ty)) = v, 1 (D2 (Ty)) =
13-

O]

4. Kesimpulan

Hasil dari penelitian ini diperoleh, bahwa graf T, tidak memiliki bilangan invers
dominasi total. Namun, setelah dilakukan operasi line dan shadow pada graf T,, didapat
bilangan invers dominasi total pada graf L (T,) yaitu 9, * (L (T,)) =n untuk n= 4,6,8,
dan ;! (L (T,)) =n—1 untuk n= 3,5,7, atau n>9 dengan n€IN. Sedangkan pada graf
D, (T,) diperoleh ¢ (D (T,)) = 7; * (D2 (Ty)) = | 2| untuk n>3 dengan n€N.
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